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Einleitung
In der vorliegenden Arbeit werden Nef-Kegel algebraischer Fla¨chen auf ihre Gro¨ße hin
untersucht. Dazu verwenden wir das Konzept des Nef-Kegel-Volumens, welches urspru¨ng-
lich von Peyre in einem zahlentheoretischen Kontext fu¨r Fano-Varieta¨ten eingefu¨hrt wur-
de (siehe [22]). Von Derenthal und Co-Autoren wurde Peyres Volumenbegriff aufgegriffen
und in einer Reihe von Arbeiten auf Del-Pezzo-Fla¨chen untersucht (siehe u.a. [12, 15, 16]).
Bauer und Schmitz haben in [5] gezeigt, wie eine Verallgemeinerung dazu verwendet wer-
den kann, die Gro¨ße von Zariski-Kammern zu messen. Konkret ist das Volumen eines
konvexen Kegels C im Ne´ron-Severi-Raum NSR(X) einer algebraischen Fla¨che X in [5]
definiert als das Volumen der Menge
C ∩ (−KX)61,
wobei −KX den antikanonischen Divisor auf X bezeichnet und (−KX)61 die Menge al-
ler Divisorenklassen, deren Schnittprodukt mit −KX ho¨chstens eins ist. Volumenberech-
nungen sind dabei nach Basiswahl von NS(X) mo¨glich, durch welche C ∩ (−KX)61 als
Teilmenge von Rρ(X) aufgefasst werden kann (siehe Abschnitt 1.1 fu¨r Details). Peyre hat
statt des Kegelstumpfes Nef(X)∩(−KX)61 die Menge Nef(X)∩(−KX)=1 betrachtet. Die
Volumina dieser beiden Mengen unterscheiden sich allerdings nur um den Dimensionsfak-
tor 1/ρ(X), sodass letztlich Varianten desselben Volumenbegriffs vorliegen. Schmitz hat in
seiner Dissertation [26] eine weitere Verallgemeinerung auf polarisierte Fla¨chen eingefu¨hrt,
welche in dieser Arbeit Verwendung findet: Statt des Halbraums (−KX)61 betrachten wir
H61 fu¨r Polarisierungen H auf X. Wir sprechen dabei vom Kegelvolumen von C bezu¨glich
H und verwenden als Notation
Vol(C, H) := Vol(C ∩H61).
Der verallgemeinerte Volumenbegriff hat den Vorteil, dass er Berechnungen fu¨r Fla¨chen
ermo¨glicht, auf denen durch den antikanonischen Divisor kein geeigneter Kegelstumpf
definiert wird, wie es zum Beispiel bei abelschen Fla¨chen der Fall ist. Um einen Volumen-




wobei das Supremum u¨ber alle Polarisierungen H aus der Ne´ron-Severi-Gruppe gebildet
wird. In erster Linie werden wir uns mit dem Volumen von Nef-Kegeln bescha¨ftigen.
Geometrisch kann dieses als ein Maß dafu¨r verstanden werden, wie weit ein ampler Divisor
bewegt werden kann, ohne seine Positivita¨t zu zersto¨ren.
Einleitung 2
Die beiden ersten Hauptresultate dieser Arbeit liefern ein vollsta¨ndiges Bild davon, wie
sich Nef-Kegel-Volumina bei einfachen abelschen Fla¨chen mit Prinzipalpolarisierung und
bei Produkten von zwei elliptischen Kurven verhalten. Diese Resultate wurden bereits in
[3] publiziert. Maßgebend fu¨r unsere Ergebnisse ist eine Aussage u¨ber das Volumen des
positiven Kegels einer beliebigen glatten projektiven Fla¨che. Wir zeigen, dass dieses we-
sentlich durch die Diskriminante der Ne´ron-Severi-Gruppe bestimmt ist (siehe Abschnitt
1.2). Auf abelschen Fla¨chen stimmt der positive Kegel mit dem Nef-Kegel u¨berein, sodass
sich die Volumenberechnung des Nef-Kegels auf die Bestimmung der Diskriminante der
Ne´ron-Severi-Gruppe reduziert. Fu¨r einfache abelsche Fla¨chen mit Prinzipalpolarisierung
zeigen wir, wie die Diskriminante u¨ber den Endomorphismenring bestimmt werden kann,
wodurch sich die verschiedenen Fa¨lle in Theorem 1 ergeben. Bei Produkten von zwei ellip-
tischen Kurven gehen wir a¨hnlich vor. Dabei ist besonders der Fall interessant, in dem die
Kurven isogen sind und komplexe Multiplikation haben. In diesem Fall zeigen wir, dass
die Diskriminante der Ne´ron-Severi-Gruppe u¨ber die Fu¨hrer der Endomorphismenringe
der Kurven ausgedru¨ckt werden kann.
Theorem 1. Es sei X eine einfache abelsche Fla¨che, auf der eine Prinzipalpolarisierung
existiert. Weiter sei H eine beliebige Polarisierung auf X. Das Volumen von Nef(X)
bezu¨glich H kann u¨ber den Endomorphismenring End(X) bestimmt werden:





(b) Angenommen X hat reelle Multiplikation, das heißt, EndQ(X) = Q(
√
d) fu¨r eine
quadratfreie ganze Zahl d > 1. Es sei f der Fu¨hrer von End(X) (siehe Abschnitt












falls d ≡ 1 (mod 4).
Wenn X komplexe Multiplikation hat, gilt dieselbe Formel. In diesem Fall stam-
men f und d von der Ordnung Endsym(X) in dem reell-quadratischen Unterko¨rper
EndsymQ (X) = Q(
√
d) ⊂ EndQ(X).
(c) Angenommen X hat indefinite Quaternionenmultiplikation, das heißt, EndQ(X) ist
eine indefinite Quaternionenalgebra. Ist End(X) = Z⊕ Za⊕ Zb⊕ Zab mit Rosati-






√| detSδ(a, b)|(H2) 32 .
(Siehe Abschnitt 2.1 fu¨r Details, insbesondere fu¨r die Definition der Matrix Sδ(a, b).)
Das Volumen Vol(Nef(X)) ergibt sich in den obigen Fa¨llen jeweils fu¨r eine beliebige Prin-
zipalpolarisierung. Den konkreten Wert erha¨lt man durch Ersetzen von (H2) durch 2.
Einleitung 3
Theorem 2. Sei X = E1×E2 ein Produkt von elliptischen Kurven und H eine beliebige
Polarisierung auf X.





(b) Angenommen E1 und E2 sind isogen und haben keine komplexe Multiplikation, das










(c) Angenommen E1 und E2 sind isogen und haben komplexe Multiplikation. Dann ist
EndQ(Ei) = Q(
√
d) fu¨r eine quadratfreie ganze Zahl d < 0. Sind f1 und f2 die




6 · kgV(f1, f2)
√|d|(H2)2 falls d ≡ 2, 3 (mod 4)
pi
3 · kgV(f1, f2)
√|d|(H2)2 falls d ≡ 1 (mod 4).
Das Volumen Vol(Nef(X)) ergibt sich in den obigen Fa¨llen jeweils fu¨r eine beliebige Prin-
zipalpolarisierung. Den konkreten Wert erha¨lt man durch Ersetzen von (H2) durch 2.
Die bereits publizierten Resultate erweitern wir in dieser Arbeit um Ergebnisse fu¨r belie-
bige einfache abelsche Fla¨chen. Konkret erhalten wir ein vollsta¨ndiges Bild davon, wel-
che Nef-Kegel-Volumina bei einfachen abelschen Fla¨chen mit ganzzahliger bzw. reeller
Multiplikation auftreten, unabha¨ngig davon, ob auf ihnen eine Prinzipalpolarisierung exi-
stiert oder nicht. Ebenso gelingt es, genau zu bestimmen, welche algebraischen Zahlen
als Nef-Kegel-Volumen bei einfachen abelschen Fla¨chen auftreten. Zum Abschluss unse-
rer Betrachtungen zu abelschen Fla¨chen zeigen wir, wie das Nef-Kegel-Volumen anhand
des definierenden Gitters einer gegebenen abelschen Fla¨che bestimmt werden kann. Dies
ermo¨glicht explizite Berechnungen fu¨r abelsche Fla¨chen ohne Prinzipalpolarisierung. Alle
Ergebnisse zu abelschen Fla¨chen werden in Kapitel 2 dargestellt.
Das dritte Kapitel ist Volumenberechnungen des Nef-Kegels von Aufblasungen der projek-
tiven Ebene gewidmet. Im ersten Abschnitt bescha¨ftigen wir uns mit Del-Pezzo-Fla¨chen.
Derenthal hat zu diesen bereits das Nef-Kegel-Volumen bezu¨glich des antikanonischen Di-
visors bestimmt (siehe [12]). Wir bestimmen Formeln, mit denen das Volumen fu¨r beliebige
Polarisierungen berechnet werden kann und beantworten die Frage, fu¨r welche Polarisie-
rung das Volumen maximal wird. Grundlegend fu¨r diese Betrachtungen ist ein Resultat
von Schmitz, welches eine rekursive Berechnung von Nef-Kegel-Volumina ermo¨glicht (siehe
[26, Proposition 5.2.2]). Im zweiten Abschnitt von Kapitel 3 betrachten wir Aufblasungen
der projektiven Ebene in Punkten, die auf einem glatten Kegelschnitt liegen. Schmitz hat
in [26] bereits Formeln bestimmt, mit denen bei diesen Fla¨chen das Nef-Kegel-Volumen
bezu¨glich des antikanonischen Divisors berechnet werden kann. Wir leiten Formeln her,
Einleitung 4
mit denen das Volumen fu¨r beliebige Polarisierungen bestimmt werden kann. Außerdem
setzen wir uns auch hier mit der Frage nach dem maximalen Volumen auseinander. Die
Beantwortung gestaltet sich in diesem Fall deutlich schwieriger als im Fall der Del-Pezzo-
Fla¨chen. Aus diesem Grund fu¨hren wir den Begriff der minimalen Polarisierung ein und
zeigen, wie man mit diesem zu Ergebnissen kommt.
Theorem 3. Sei pi : XrC → P2 eine Aufblasung des P2 in r > 5 Punkten auf einem
glatten Kegelschnitt C ⊂ P2. Weiter seien E1, ..., Er die exzeptionellen Kurven der Auf-












· E1 − (E2 + ...+ Er)
oder fu¨r
(r − 2) · L+ (4− r) · E1 − (E2 + ...+ Er)
angenommen. Konkrete Berechnungen mit Maple zeigen: Fu¨r r 6 11 tritt der erste Fall
ein, fu¨r 12 6 r 6 27 der zweite. (Fu¨r r > 28 ist bisher unbekannt, welche der beiden
Polarisierungen das maximale Volumen bestimmt.)
Kapitel 1
Kegelvolumina auf algebraischen Fla¨chen
In diesem Kapitel fu¨hren wir zuna¨chst den Volumenbegriff ein, der Grundlage fu¨r diese
Arbeit ist. Als erste Beispiele werden wir Nef-Kegel-Volumina zu P2, P1 × P1 und Regel-
fla¨chen berechnen. Im zweiten Abschnitt beweisen wir eine Formel fu¨r das Volumen des
positiven Kegels einer glatten projektiven Fla¨che. Diese Formel ermo¨glicht Volumenbe-
rechnungen auf abelschen Fla¨chen im zweiten Kapitel.
1.1. Einfu¨hrung und erste Beispiele
Es sei X eine glatte projektive Fla¨che u¨ber C und H eine Polarisierung auf X. Wie u¨blich
bezeichnen wir mit NS(X) die Ne´ron-Severi-Gruppe von X und mit
NSR(X) = NS(X)⊗Z R
den Ne´ron-Severi-Raum. Mit H61 bezeichnen wir den Halbraum
{L ∈ NSR(X) (H · L) 6 1} .
Nach Basiswahl von NS(X) ko¨nnen wir NSR(X) mit Rρ(X) identifizieren, wobei ρ(X) =
dim NSR(X) die Picardzahl von X bezeichnet. Zu einem konvexen Kegel C in NSR(X)
definieren wir das Kegelvolumen von C bezu¨glich H als das Volumen von
C ∩H61 ⊂ Rρ(X).
Die Wohldefiniertheit des Volumenbegriffs ist dabei durch die Transformationsformel und
die Tatsache, dass NS(X) ein Gitter im Ne´ron-Severi-Raum ist, gesichert. Man beachte da-
zu, dass Basiswechselmatrizen, die eine Gitterbasis in eine andere Gitterbasis u¨berfu¨hren,
Determinante ±1 haben. Als Notation verwenden wir im Folgenden
Vol(C, H) := Vol(C ∩H61).





wobei das Supremum u¨ber alle Polarisierungen H ∈ NS(X) gebildet wird.
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Das obige Konzept des Kegel-Volumens ist in einer etwas anderen Form zuerst von Peyre
fu¨r Fano-Varieta¨ten definiert worden (siehe [22]). Im Unterschied zur obigen Definition
hat Peyre das Volumen nicht fu¨r beliebige Polarisierungen und Kegel eingefu¨hrt, sondern
hat es stattdessen ausschließlich fu¨r den antikanonischen Divisor und den Nef-Kegel be-
trachtet. Ebenso ist zu beachten, dass Peyre statt des Kegelstumpfes Nef(X)∩ (−KX)61
die Menge Nef(X)∩ (−KX)=1 untersucht hat. Die Volumina dieser beiden Mengen unter-
scheiden sich allerdings nur um den Dimensionsfaktor 1/ρ(X), sodass letztlich Varianten
desselben Volumenbegriffs vorliegen. Von Derenthal und Co-Autoren wurde die Definiti-
on von Peyre aufgegriffen, wobei Ergebnisse fu¨r das Nef-Kegel-Volumen bei Del-Pezzo-
Fla¨chen entstanden sind (siehe dazu [12, 13, 14, 15, 16]). In einer Arbeit von Bauer und
Schmitz hat Peyres Volumenbegriff eine erste Verallgemeinerung erfahren, indem er auf
beliebige glatte projektive Fla¨chen und konvexe Kegel im Ne´ron-Severi-Raum erweitert
wurde (siehe [5]). In seiner Dissertation hat Schmitz schließlich als weitere Verallgemei-
nerung den oben vorgestellten Volumenbegriff fu¨r polarisierte Fla¨chen eingefu¨hrt (siehe
[26, Abschnitt 5.1]). Definition (1.1) ist in der Literatur bisher nicht vorgekommen. Sie
ist durch den Wunsch motiviert, einen Volumenbegriff zu haben, der nicht von einer Po-
larisierung abha¨ngt. Die konkrete Definition ist durch folgende Bemerkung begru¨ndet:
Bemerkung 1.1.1. Ist H ampel und r ∈ R+, so ist auch r ·H ampel und es gilt







C ∩ (r ·H)61 =
{










· (C ∩H61) .
Diese U¨berlegung zeigt:
• Das Volumen kann beliebig klein werden, sodass stets
inf
H
Vol(C, H) = 0
gilt.
• Wu¨rde man in Definition (1.1) das Supremum u¨ber alle amplen R-Divisorenklassen
bilden, so wu¨rde stets
Vol(C) =∞
gelten. Um also einen sinnvollen Volumenbegriff zu erhalten, ist es no¨tig ausschließ-
lich ganzzahlige Divisorenklassen zu betrachten.
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Wir beginnen mit drei einfachen Beispielen.
Beispiel 1.1.2. (Volumen des Nef-Kegels bei P2)
Es sei X = P2 und C = Nef(X). Die Ne´ron-Severi-Gruppe NS(X) wird von der Klasse
L = OP2(1) einer beliebigen Geraden erzeugt (siehe z.B. [6, Example I.9a]). Weiter gilt
Nef(X) = R+0 · L. Fu¨r eine Polarisierung H = a · L mit a ∈ N ergibt sich
H61 =
{
x · L x ∈ R und x 6 1
a
}












Abb. 1.1: Kegelstumpf zum Nef-Kegel-Volumen bezu¨glich der Polarisierung a · L bei X = P2.
Beispiel 1.1.3. (Volumen des Nef-Kegels bei P1 × P1)
Es sei X = P1 × P1 und C = Nef(X). Die Ne´ron-Severi-Gruppe von X wird erzeugt von
den Klassen von
f1 = {(0 : 1)} × P1 und f2 = P1 × {(0 : 1)} .
Dabei gilt f 21 = f
2
2 = 0 und f1 · f2 = 1 (siehe z.B. [6, Example I.9b]). Außerdem ist
Nef(X) =
{
xf1 + yf2 x, y ∈ R+0
}
.
Fu¨r eine Polarisierung H = af1 + bf2 ist die Hyperebene H
=1 durch die Gleichung
bx+ ay = 1
















Abb. 1.2: Kegelstumpf zum Nef-Kegel-Volumen bezu¨glich der Polarisierung af1 + bf2 bei X = P1 × P1.
Beispiel 1.1.4. (Volumina des Nef-Kegels bei Regelfla¨chen)
Es sei X eine Regelfla¨che mit Basiskurve C. Die Ne´ron-Severi-Gruppe NS(X) wird erzeugt
von der Klasse einer Faser f und der Klasse eines festen Schnitts C0. Es ist e := −C20 eine




(Siehe zum Beispiel [18, Section V.2] fu¨r Details.)
Wir unterscheiden die Fa¨lle e > 0 und e < 0:
• Im Fall e > 0 ist aC0 + bf nach [18, Proposition V.2.20] genau dann ampel, wenn
a > 0 und b > ae gilt. Damit erhalten wir
Nef(X) = R+0 · f + R+0 · (C0 + ef).
Fu¨r eine Polarisierung H = aC0+bf ist die Hyperebene H
=1 durch (b−ae)x+ay = 1























Abb. 1.3: Kegelstumpf zu aC0 + bf im Fall e > 0.
• Im Fall e < 0 ist aC0 + bf nach [18, Proposition V.2.21] genau dann ampel, wenn
a > 0 und b > ae/2 gilt. Damit erhalten wir
Nef(X) = R+0 · f + R+0 · (2C0 + ef).
Fu¨r eine Polarisierung H = aC0 + bf ergibt sich
Vol(Nef(X), H) =
1
a · (2b− ae) und damit Vol(Nef(X)) =
{
1 falls e+ 1 gerade
1
2
















Abb. 1.4: Kegelstumpf zu aC0 + bf im Fall e < 0.
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Bemerkung 1.1.5. Beispiel 1.1.3 ist ein Spezialfall von Beispiel 1.1.4, da P1 × P1 eine
Regelfla¨che ist. Bei P1 × P1 ist e = 0.
1.2. Das Volumen des positiven Kegels
In diesem Abschnitt beweisen wir eine Formel fu¨r das Volumen des positiven Kegels
Pos(X) einer glatten projektiven Fla¨che X. Nach Definition ist
Pos(X) =
{
D ∈ NSR(X) D2 > 0, (H ·D) > 0
}
,
wobei H ein fest gewa¨hlter ampler Divisor ist.
Satz 1.2.1. Sei X eine glatte projektive Fla¨che und H eine Polarisierung auf X. Wei-
ter sei ∆ die Diskriminante der Ne´ron-Severi-Gruppe (d.h. die Determinante der Gram-
Matrix zu einer Basis von NS(X)). Dann gilt:
Vol(Pos(X), H) =
Vρ√|∆| · (H2)ρ/2 ,
wobei Vρ das Volumen des Kegelstumpfes{
x ∈ Rρ 0 6 x1 6 1 und x21 − x22 − · · · − x2ρ > 0
}
bezeichnet.
Beweis. Wir wa¨hlen eine Basis von NS(X) und fassen Pos(X) ∩H61 u¨ber diese als Teil-
menge von Rρ auf. Es sei S die Matrix der Schnittform bezu¨glich dieser Basis. Nach dem




und mit der Eigenschaft, dass fu¨r die zugeho¨rige Basiswechselmatrix T ∈ GL(n,R) die
Gleichung
T tST = Diag(1,−1, ...,−1) (∗)
gilt. Wir erhalten
T−1 · (Pos(X) ∩H61) =
{
x ∈ Rρ 0 6 x1 6 1√
H2





· {x ∈ Rρ 0 6 x1 6 1 und x21 − x22 − · · · − x2ρ > 0}
und somit






Wegen (∗) gilt | detT−1| = √| detS| = √|∆|, womit die Behauptung folgt.
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Voriges Resultat liefert eine obere Schranke fu¨r das Nef-Kegel-Volumen bezu¨glich einer
Polarisierung:
Korollar 1.2.2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.2.1 gilt
Vol(Nef(X), H) 6 Vρ√|∆| · (H2)ρ/2 6 Vol(Big(X), H) .
Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus
Nef(X) ⊂ Pos(X) ⊂ Big(X).
Weiter erhalten wir eine Formel fu¨r das Nef-Kegel-Volumen bei polarisierten abelschen
Fla¨chen:
Korollar 1.2.3. Sei (X,H) eine polarisierte abelsche Fla¨che. Dann gilt
Vol(Nef(X), H) =
Vρ√|∆| · (H2)ρ/2 .
Beweis. Da auf abelschen Fla¨chen jeder pseudo-effektive Divisor nef ist, gilt
Nef(X) = Big(X)
(vgl. z.B. [2, Lemma 1.1]). Die Behauptung folgt mit Korollar 1.2.2.
Zentral fu¨r obige Formel ist unter anderem das Volumen Vρ. Dieses la¨sst sich auf elemen-
tare Weise bestimmen. Zuna¨chst erha¨lt man leicht:
V1 = V2 = 1.
1 20
Abb. 1.5: Der Kegelstumpf V1.









Abb. 1.6: Der Kegelstumpf V2.
Fu¨r gro¨ßere ρ la¨sst sich Vρ u¨ber das Volumen der (ρ − 1)-dimensionalen Einheitskugel
bestimmen.
Lemma 1.2.4 ([17], Beispiel 7.4). Es bezeichne τn das Volumen der n-dimensionalen
Einheitskugel. Dann gilt:








) fu¨r n ∈ N, wobei Γ die Eulersche Gammafunktion bezeichnet
• τ2k = 1
k!
· pik fu¨r k ∈ N
• τ2k+1 = 2
k+1
1 · 3 · ... · (2k + 1) · pi
k fu¨r k ∈ N




· τp−1 = pi
ρ−1
2







x ∈ Rρ 0 6 x1 6 1 und x21 − x22 − · · · − x2ρ > 0
} ∩ {x1 = 1}
=
{
x ∈ Rρ x1 = 1 und x22 + ...+ x2n 6 1
}
.
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Die Menge {
x ∈ Rρ 0 6 x1 6 1 und x21 − x22 − · · · − x2ρ > 0
}





Die zweite Gleichung folgt mit Lemma 1.2.4.
Abb. 1.7: Das Volumen V3 ergibt sich als das Volumen der 2-dimensionalen Einheitskugel multipliziert
mit dem Faktor 1/3.
Bemerkung 1.2.6.
• Die ersten acht Werte von Vρ ko¨nnen aus folgender Tabelle entnommen werden.














• Fu¨r ρ→∞ strebt Vρ gegen Null.
• Fu¨r eine abelsche Fla¨che X ist ρ = Rang NS(X) ∈ {1, ..., 4} (siehe z.B. [8, Exercise
2.6.5]).
Kapitel 2
Volumina des Nef-Kegels von abelschen Fla¨chen
In diesem Kapitel bescha¨ftigen wir uns mit dem Volumen des Nef-Kegels bei abelschen
Fla¨chen. Dabei erhalten wir vollsta¨ndige Resultate fu¨r Produkte von zwei elliptischen
Kurven und fu¨r einfache abelsche Fla¨chen, auf denen eine Prinzipalpolarisierung existiert
(siehe Abschnitt 2.2 bzw. Abschnitt 2.1). Diese Resultate wurden bereits in [3] vero¨ffent-
licht. In dieser Arbeit gelingt es, die bereits publizierten Ergebnisse zum Teil auf beliebige
einfache abelsche Fla¨chen zu erweitern (siehe Abschnitt 2.3). Konkret erhalten wir ein
vollsta¨ndiges Bild davon, welche Nef-Kegel-Volumina bei einfachen abelschen Fla¨chen mit
ganzzahliger bzw. reeller Multiplikation auftreten, unabha¨ngig davon, ob auf ihnen eine
Prinzipalpolarisierung existiert oder nicht. Ebenso ko¨nnen wir genau bestimmen, welche
algebraischen Zahlen als Nef-Kegel-Volumen einer einfachen abelschen Fla¨chen auftre-
ten. Davon abgesehen zeigen wir in Abschnitt 2.3, wie das Nef-Kegel-Volumen anhand
des definierenden Gitters einer gegebenen abelschen Fla¨che bestimmt werden kann. Dies
ermo¨glicht explizite Berechnungen fu¨r abelsche Fla¨chen ohne Prinzipalpolarisierung. Es-
sentiell fu¨r all unsere Betrachtungen ist die Formel fu¨r das Volumen des Nef-Kegels aus
Abschnitt 1.2. Fu¨r eine polarisierte abelsche Fla¨che (X,H) haben wir nach dieser
Vol(Nef(X), H) =
Vρ√|∆| · (H2)ρ/2 ,
wobei ∆ die Diskriminante der Ne´ron-Severi-Gruppe von X bezeichnet. Die Werte von
Vρ sind schon aus Bemerkung 1.2.6 bekannt. Somit ist die Volumenberechnung auf die
Bestimmung der Diskriminante der Ne´ron-Severi-Gruppe reduziert.
2.1. Einfache abelsche Fla¨chen mit Prinzipalpolarisierung
Wir fixieren zuna¨chst die Notation und fassen einige allgemein bekannte Resultate zu
abelschen Varieta¨ten zusammen. Details ko¨nnen in [8] nachgelesen werden. Es sei X ei-
ne abelsche Varieta¨t. Mit Xˆ bezeichnen wir die zu X duale abelsche Varieta¨t. Zu einem
Endomorphismus f ∈ End(X) bezeichnen wir mit fˆ ∈ End(Xˆ) den dualen Endomor-
phismus. Fu¨r L0 ∈ Pic(X) ist wie u¨blich φL0 : X → Xˆ der kanonische Homomorphismus
x 7→ t∗xL0 − L0. Die Rosati-Involution bezu¨glich einer Polarisierung L0 ist die Involution
auf der Endomorphismenalgebra EndQ(X) = End(X)⊗Q, die durch
f 7→ f ′ = φ−1L0 fˆ φL0
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gegeben ist. Mit
EndsymQ (X) = { f ∈ EndQ(X) f ′ = f }
bezeichnen wir die Untergruppe der symmetrischen Endomorphismen. Die Abbildung
ϕ : NSQ(X)→ EndsymQ (X), L 7→ φ−1L0 φL
ist ein Isomorphismus von Q-Vektorra¨umen (siehe [8, Proposition 5.2.1]). Ist L0 eine
Prinzipalpolarisierung, so ist φL0 ein Isomorphismus und es liegt ein Isomorphismus von
Gruppen
ϕ : NS(X)→ Endsym(X) (2.1)




(g − ν)!ν! fu¨r ν ∈ {0, ..., g} , (2.2)
wobei g = dimX ist und die Zahlen aν von dem charakteristischen Polynom der analyti-
schen Darstellung von f in der Schreibweise




stammen (siehe [8, Proposition 5.2.3]). An dieser Stelle sei daran erinnert, dass jeder
Homomorphismus f : X → X ′ zwischen abelschen Varieta¨ten X = V/Λ und X ′ = V ′/Λ′
von einem Vektorraumhomomorphismus ρa(f) : V → V ′ mit ρa(f)(Λ) ⊂ Λ′ induziert
wird. Dabei bezeichnet man ρa(f) als die analytische Darstellung von f .
Speziell in diesem Abschnitt arbeiten wir mit der Klassifikation der Endomorphis-
menalgebren einfacher abelscher Varieta¨ten (siehe z.B. [8, Proposition 5.5.7]). Mit dieser
folgt, dass fu¨r eine einfache abelsche Fla¨che X die Endomorphismenalgebra EndQ(X)
entweder
• Q,
• ein reell-quadratischer Zahlko¨rper,
• ein CM-Ko¨rper vom Grad 4 u¨ber Q oder
• eine indefinite Quaternionenalgebra u¨ber Q
ist (siehe dazu auch [25]). Fu¨r den Rest des Abschnittes sei X eine einfache abelsche Fla¨che
mit Prinzipalpolarisierung L0. Im Folgenden unterscheiden wir die durch die Klassifikation
der Endomorphismenalgebren gegebenen Fa¨lle und bestimmen jeweils u¨ber (2.1) eine
Basis von NS(X). Die zu den Basiselementen geho¨rigen Schnittzahlen bestimmen wir
u¨ber (2.2). Dafu¨r ist es entscheidend, die charakteristischen Polynome der analytischen
Darstellungen von Endomorphismen zu kennen. Wir zeigen auf, wie man diese in den
einzelnen Fa¨llen gewinnt.
Kapitel 2. Volumina des Nef-Kegels von abelschen Fla¨chen 16
Ganzzahlige Multiplikation. Es sei End(X) = Z. Die Prinzipalpolarisierung L0 ist
eine Basis von NS(X), sodass wir ∆(X) = L20 = 2 fu¨r die Diskriminante der Ne´ron-Severi-
Gruppe erhalten. Mit Korollar 1.2.3 folgt
Vol(Nef(X), H) =
1√
2 · √H2 .
Alternativ kann man dieses Ergebnis auch direkt erhalten: Es ist NSR(X) = R · L0 und
Nef(X) = R+0 · L0. Fu¨r H = c · L0 mit c > 0 ergibt sich
H61 = {L ∈ NSR(X) (H · L) 6 1 }
=
{
x · L0 x ∈ R und x 6 1
2c
}





2 · √2c2 =
1√
2 · √H2 .
Reelle Multiplikation. Es sei EndQ(X) = Q(
√
d) fu¨r eine quadratfreie ganze Zahl
d > 2. Der Endomorphismenring End(X) ist eine Ordnung in EndQ(X) (das heißt, ein
Gitter im Q-Vektorraum EndQ(X), welches eine Ringstruktur hat). Somit haben wir
End(X) = Z+ fωZ
fu¨r eine ganze Zahl f > 1 und
ω =
{√





d) falls d ≡ 1 (mod 4).
Weiter gilt EndsymQ (X) = EndQ(X) (siehe z.B. [8, Proposition 5.5.7]). Der Isomorphismus
von Gruppen
ϕ : NS(X)→ Endsym(X) = End(X)
liefert die Basis L0 = ϕ
−1(1), Lfω := ϕ−1(fω) von NS(X). Fu¨r die Berechnung der
Schnittzahlen beno¨tigen wir das folgende Lemma, welches auch in ho¨heren Dimensionen
gu¨ltig ist.
Lemma 2.1.1. Es sei K = Q(α) ein total reeller Zahlko¨rper mit [K : Q] = g. Weiter
sei X eine g-dimensionale abelsche Varieta¨t mit EndQ(X) = K. Dann gilt: Das charakte-
ristische Polynom der analytischen Darstellung des Endomorphismus α stimmt mit dem
Minimalpolynom des Zahlko¨rperelements α u¨berein.




Wegen (2.2) ist das charakteristische Polynom des Endomorphismus α somit ein Polynom
u¨ber Q. Außerdem hat es Grad g und das Zahlko¨rperelement α als Nullstelle. Da α ein
primitives Element von K ist, hat das Minimalpolynom von α ebenfalls Grad g, womit
die Gleichheit folgt.
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Bemerkung 2.1.2.
• Gibt man einen beliebigen total reellen Zahlko¨rper K mit [K : Q] = g vor, so
existiert zu diesem eine g-dimensionale abelsche Varieta¨t X mit
EndQ(X) = K.
(Siehe dazu z.B. [8, Section 9.2].).
• Lemma 2.1.1 hat sich als nu¨tzlich erwiesen, um zu zeigen, dass zu gegebenem total
reellen Zahlko¨rper ein primitives Element des Zahlko¨rpers als Volumen eines Di-
visors auf einer glatten projektiven Varieta¨t auftritt. Siehe dazu [10], insbesondere
Lemma 5.











falls d ≡ 1 (mod 4).
Wir erhalten diese, indem wir das Minimalpolynom von fω in Q(
√
d) betrachten. Dieses
stimmt nach Lemma 2.1.1 mit dem charakteristischen Polynom der analytischen Darstel-
lung von fω u¨berein. Konkret haben wir
P afω(t) =
{
t2 − f 2d falls d ≡ 2, 3 (mod 4)
t2 − ft+ f2(1−d)
4
falls d ≡ 1 (mod 4).
Schließlich liefert (2.2) die angegebenen Schnittzahlen. Insgesamt erhalten wir
∆(X) =
{
−4f 2d falls d ≡ 2, 3 (mod 4)
−f 2d falls d ≡ 1 (mod 4).












falls d ≡ 1 (mod 4).
Komplexe Multiplikation. Es sei EndQ(X) ein CM-Ko¨rper vom Grad 4 u¨ber Q,
das heißt eine quadratische Erweiterung eines reell-quadratischen Zahlko¨rpers, die total
imagina¨r ist. Es ist EndsymQ (X) = Q(
√
d) fu¨r eine quadratfreie ganze Zahl d > 2 (siehe
z.B. [8, Section 5.5]). Weiter ist Endsym(X) eine Ordnung in EndsymQ (X), sodass hier wie
im Fall der reellen Multiplikation argumentiert werden kann.
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Indefinite Quaternionenmultiplikation. Es sei EndQ(X) eine indefinite Quaternio-
nenalgebra. Das bedeutet, es existieren α, β ∈ Z \ { 0 } mit α > β und α > 0, sodass
EndQ(X) = Q+ iQ+ jQ+ ijQ
gilt, wobei i und j die Relationen i2 = α, j2 = β und ij = −ji erfu¨llen.
Nach [24, Theorem 7] haben wir End(X) = Z ⊕ Za ⊕ Zb ⊕ Zab fu¨r Rosati-invariante
Elemente a und b. Nach [8, Proposition 5.5.7] ist dann
Endsym(X) = Z⊕ Za⊕ Zb.
In einer rationalen Quaternionenalgebra genu¨gt jedes Element der Gleichung
x2 − t(x)x+ n(x) = 0,
wobei t(x) und n(x) die reduzierte Spur bzw. Norm bezeichnen (siehe dazu z.B. [28]).
Die analytische Darstellung ρa : EndQ(X)→M2(C) ist ein Ringhomomorphismus. Somit
ist die Matrix ρa(a) Nullstelle von x
2 − t(a)x + n(a). Aus diesem Grund stimmt das
charakteristische Polynom von ρa(a) mit x
2 − t(a)x + n(a) u¨berein. Dasselbe gilt fu¨r b
und a+ b. Erneut erhalten wir u¨ber den Isomorphismus
ϕ : NS(X)→ Endsym(X) = Z⊕ Za⊕ Zb
eine Basis
L0 = ϕ
−1(1), La := ϕ−1(a), Lb := ϕ−1(b)
von NS(X) und mit (2.2) die Schnittmatrix 2 t(a) t(b)t(a) 2n(a) n(a+ b)− n(a)− n(b)
t(b) n(a+ b)− n(a)− n(b) 2n(b)
 .




= (La + Lb)
2
= L2a + 2(La · Lb) + L2b
= 2n(a) + 2(La · Lb) + 2n(b).
Durch Nachrechnen zeigt sich, dass die Determinante der obigen Schnittmatrix der Ha¨lfte
der Determinante der Diskriminanten-Matrix
Sδ(a, b) =
(
δ(a, a) δ(a, b)
δ(a, b) δ(b, b)
)
entspricht, wobei die (Quaternionen-)Diskriminante durch
δ(x, y) = t(x)t(y)− 2n(x, y) und δ(x) = δ(x, x)
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√| detSδ(a, b)|(H2) 32 .
Nehmen wir alle betrachteten Fa¨lle zusammen, so erhalten wir Theorem 1 der
Einleitung:
Theorem 2.1.3. Es sei X eine einfache abelsche Fla¨che, auf der eine Prinzipalpolarisie-
rung existiert. Weiter sei H eine beliebige Polarisierung auf X. Das Volumen von Nef(X)
bezu¨glich H kann u¨ber den Endomorphismenring End(X) bestimmt werden:





(b) Angenommen X hat reelle Multiplikation, das heißt, EndQ(X) = Q(
√
d) fu¨r eine












falls d ≡ 1 (mod 4).
Dieselbe Formel gilt, wenn X komplexe Multiplikation hat. In diesem Fall stam-
men f und d von der Ordnung Endsym(X) in dem reell-quadratischen Unterko¨rper
EndsymQ (X) = Q(
√
d) ⊂ EndQ(X).
(c) Angenommen X hat indefinite Quaternionenmultiplikation, das heißt, EndQ(X) ist
eine indefinite Quaternionenalgebra. Ist End(X) = Z⊕ Za⊕ Zb⊕ Zab mit Rosati-






√| detSδ(a, b)|(H2) 32 .
Das Volumen Vol(Nef(X)) ergibt sich in den obigen Fa¨llen jeweils fu¨r eine beliebige Prin-
zipalpolarisierung. Den konkreten Wert erha¨lt man durch Ersetzen von (H2) durch 2.
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2.2. Produkte von elliptischen Kurven
Wir fixieren zuna¨chst die Notation und fassen einige grundlegende Aussagen zu ellip-
tischen Kurven zusammen. Siehe dazu zum Beispiel [19]. Es seien E1 = C/Λ1 und
E2 = C/Λ2 elliptische Kurven. U¨ber die analytische Darstellung ko¨nnen wir die Ho-
momorphismengruppe Hom(E1, E2) mit
{z ∈ C z · Λ1 ⊂ Λ2}
identifizieren. Das Duale λˆ eines Homomorphismus λ : E1 → E2 verstehen wir in diesem
Abschnitt als Abbildung E2 → E1, wobei die natu¨rliche Identifikation von E1 und E2 mit
ihren Dualen Verwendung findet. Die Funktion λ 7→ λˆ ist dann ein Gruppenhomomor-
phismus Hom(E1, E2)→ Hom(E2, E1). Fu¨r λ ∈ Hom(E1, E2) gilt
• deg(λ) = deg(λˆ),
• ˆˆλ = λ,
• λλˆ = deg(λ) ∈ End(E2) und λˆλ = deg(λ) ∈ End(E1).
Zu einem Gitter Λ ⊂ C bezeichnen wir mit a(Λ) den Fla¨cheninhalt eines Fundamental-





Wir wollen nun Nef-Kegel-Volumina zu Produkten von zwei elliptischen Kurven bestim-
men. Sei also X = E1×E2 ein Produkt von elliptischen Kurven. Entweder sind die beiden
Kurven E1 und E2
• nicht isogen,
• isogen und beide ohne komplexe Multiplikation oder
• isogen und beide mit komplexer Multiplikation.
Diese drei Fa¨lle werden wir im Folgenden unterscheiden. Wir wollen erneut den Isomor-






gilt. Essentiell fu¨r die weiteren Betrachtungen ist die folgende Beschreibung der symme-
trischen Endomorphismen.
Lemma 2.2.1. Es sei L0 die Prinzipalpolarisierung auf X, die durch die Prinzipalpola-





)∣∣∣∣ a, b ∈ Z und σ ∈ Hom(E1, E2)} .
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Beweis. Es seien Λ1,Λ2 ⊂ C die Gitter, die E1 bzw. E2 definieren. Die zur Prinzipalpola-
risierung geho¨rige hermitesche Form auf Ei ist
Hi : (x, y) 7→ 1
a(Λi)
xy.
Die zur Prinzipalpolarisierung L0 geho¨rige hermitesche Form auf X ist somit gegeben
durch






















































Die Behauptung folgt, da entweder End(Ei) = Z oder End(Ei) = Z+ Zωi fu¨r ωi ∈ C \R
gilt.
Produkte nicht-isogener elliptischer Kurven. Es sei E1 nicht isogen zu E2. Die
Klassen von F1 = E1 × {0} und F2 = {0} × E2 bilden eine Basis von NS(X). Die












Produkte von isogenen elliptischen Kurven ohne komplexe Multiplikation.
Es seien E1 und E2 isogen und ohne komplexe Multiplikation. Wir haben also End(Ei) = Z
fu¨r i ∈ {1, 2}. Weiter sei σ : E1 → E2 eine Isogenie von minimalem Grad.
Lemma 2.2.2. Es gilt:
Hom(E1, E2) = Z · σ.
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Beweis. Es sei α : E2 → E1 eine beliebige Isogenie. Die Abbildung
Hom(E1, E2)→ End(E1), δ 7→ α · δ
ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus. Aus diesem Grund hat Hom(E1, E2) Rang 1.
Die Behauptung folgt mit der Minimalita¨t von σ.
























eine Basis von Endsym(X) bilden. U¨ber
ϕ : NS(X)→ Endsym(X), L 7→ φ−1L0φL
erhalten wir die Basis
F1 = ϕ
−1(α1), F2 = ϕ−1(α2), F3 = ϕ−1(α3)
von NS(X). Dabei ist L0 = F1 + F2.
Weiter haben wir die charakteristischen Polynome
P aα1(t) = P
a
α2
(t) = t2 − t und P aα3(t) = t2 − σσˆ = t2 − deg(σ),
sodass sich mit (2.2) die Schnittzahlen
0 = F 21 = F
2
2 und 1 = L0 · F1 = (F1 + F2) · F1 = F1 · F2
sowie
−2 deg(σ) = F 23 und 0 = L0 · F3 = F1 · F3 + F2 · F3
ergeben. Zusa¨tzlich betrachten wir α := α1 +α3 mit P
a
α(t) = t
2− t− deg(σ) und erhalten
−2 deg(σ) = (F1 + F3)2 = F 21 + 2F1 · F3 + F 23 = 2F1 · F3 − 2 deg(σ),
also F1 ·F3 = 0 und somit auch F2 ·F3 = 0. Insgesamt haben wir damit die Schnittmatrix 0 1 01 0 0
0 0 −2 · deg(σ)

und es folgt
∆(X) = 2 · deg(σ).
Mit Korollar 1.2.3 erhalten wir fu¨r eine beliebige Polarisierung H die Formel
Vol(Nef(X), H) =
pi
3 ·√2 · deg(σ) · (H2) 32 .
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Bemerkung 2.2.3. In obiger Formel tritt jede natu¨rliche Zahl als minimaler Grad auf.
Um dies einzusehen, kann man die elliptischen Kurven E1 und E2 mit
Λ1 = Z+ Zpii und Λ2 = Z+ Zkpii
fu¨r festes k ∈ N betrachten. Die Multiplikation mit k liefert eine Isogenie E1 → E2 vom
Grad k. Weiter u¨berlegt man sich schnell, dass es keine Isogenien von kleinerem Grad
gibt.
Bemerkung 2.2.4. Ein Selbstprodukt X = E × E einer elliptischen Kurve ohne kom-
plexe Multiplikation ist ein Spezialfall der obigen Betrachtungen. Dieser Fall kann auch
direkt behandelt werden, ohne mit der Gestalt des Endomorphismenrings zu arbeiten.
Die Klassen von E1×{0}, {0}×E2 und der Diagonale bilden eine Basis von NS(X). Die
zugeho¨rige Schnittmatrix ist  0 1 11 0 1
1 1 0
 .
Somit ergibt sich ∆(X) = 2 und fu¨r eine beliebige Polarisierung H folgt die Formel
Vol(Nef(X), H) =
pi
3 · √2 · (H2) 32 .
Produkte von isogenen elliptischen Kurven mit komplexer Multiplikation.
Es seien E1 und E2 isogen und mit komplexer Multiplikation, das heißt, es existiert eine




Weiter existieren ganze Zahlen f1, f2 > 1 mit End(Ei) = Z+ fiωZ, wobei
ω =
{√





d) falls d ≡ 1 (mod 4)
ist. Unser Ziel ist es, die Diskriminante der Ne´ron-Severi-Gruppe von X = E1 × E2 u¨ber
ω, f1, f2 auszudru¨cken, ohne explizit auf eine Isogenie zu verweisen. Wir werden zeigen:
Satz 2.2.5. Die Diskriminante von NS(X) ist
∆(X) = −4 · kgV(f1, f2)2 · Im(ω)2.




6 · kgV(f1, f2)
√|d|(H2)2 falls d ≡ 2, 3 (mod 4)
pi
3 · kgV(f1, f2)
√|d|(H2)2 falls d ≡ 1 (mod 4).
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Um Satz 2.2.5 beweisen zu ko¨nnen, beno¨tigen wir einige Vorbereitungen.
Lemma 2.2.6. Die Homomorphismengruppe Hom(E1, E2) ist ein Gitter in C.
Beweis. Fu¨r jedes λ ∈ Λ1 mit λ 6= 0 ist die Abbildung
ψ : Hom(E1, E2)→ Λ2, σ 7→ σ(λ)
ein injektiver Homomorphismus von Gruppen. Aus diesem Grund ist der Rang von
Hom(E1, E2) ho¨chstens 2. Somit hat Hom(E1, E2) die Gestalt
Zσ1 + Zσ2.
Wir zeigen, dass σ1 und σ2 linear unabha¨ngig u¨ber R sind: Angenommen es existiert ein
r ∈ R \ {0} mit σ1 = rσ2. Dann finden wir ein r′ ∈ R \ {0} mit
f2ωσ2 = r
′σ2,
da f2ωσ2 ein Homomorphismus E1 → E2 ist. Es folgt f2ω = r′, wodurch sich wegen
f2ω ∈ C \ R ein Widerspruch ergibt.
Wir ko¨nnen nun R-linear unabha¨ngige σ1, σ1 ∈ C mit Hom(E1, E2) = Zσ1 + Zσ2 fixieren
und haben dann
Hom(E2, E1) = Zσ̂1 + Zσ̂2




a bσ̂1 + cσ̂2
bσ1 + cσ2 d
)∣∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ Z
}


























von NS(X). Die Schnittzahlen lassen sich dabei wie im vorigen Fall bestimmen. Auf diese
Weise erhalten wir die Schnittmatrix
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 −2σ1σ̂1 −(σ1σ̂2 + σ2σ̂1)
0 0 −(σ1σ̂2 + σ2σ̂1) −2σ2σ̂2

mit Determinante
∆(X) = (σ1σ̂2 + σ2σ̂1)
2 − 4 · σ1σ̂1σ2σ̂2
= (σ1σ̂2 − σ2σ̂1)2
= −4 · Im(σ1σ̂2)2.
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Dabei ist (c1/c2)λ ∈ Hom(C/Λ1,C/Λ2), denn
c1
c2
λ · Λ1 ⊂ Λ2
ist wegen λ ∈ Hom(C/c1Λ1,C/c2Λ2) erfu¨llt. Ist umgekehrt λ ∈ Hom(C/Λ1,C/Λ2), so gilt
c2
c1
λ · c1Λ1 ⊂ c2Λ2,
also ist (c2/c1)λ ∈ Hom(C/c1Λ1,C/c2Λ2).
Lemma 2.2.8. Es sei E ′1 eine zu E1 isomorphe elliptische Kurve und E
′
2 eine zu E2
isomorphe elliptische Kurve. Ist {δ1, δ2} eine Basis von Hom(E ′1, E ′2), so gilt
σ1σ̂2 = δ1δ̂2.

























Beweis von Satz 2.2.5. Da E1 und E2 isogen sind, finden wir eine zu E1 isomorphe ellipti-
sche Kurve, deren definierendes Gitter in Λ2 enthalten ist. Nach Lemma 2.2.8 ko¨nnen wir
fu¨r unsere Zwecke ohne Einschra¨nkung davon ausgehen, dass E1 bereits diese Kurve ist.
Es gelte also Λ1 ⊂ Λ2. Nach dem Elementarteilersatz existieren u, v ∈ C und e1, e2 ∈ N
mit e1 | e2 in der Art, dass
Λ1 = Ze1u+ Ze2v ⊂ Zu+ Zv = Λ2
gilt. Es ist dann E1 isomorph zu C/Λ′1 sowie E2 isomorph zu C/Λ′2 mit
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Somit ko¨nnen wir nach Lemma 2.2.8 ohne Einschra¨nkung von
Λ1 = Z+ Ztτ ⊂ Z+ Zτ = Λ2
mit t ∈ N und τ ∈ C \ R ausgehen.
Wie oben beschrieben haben wir Hom(E1, E2) = Zσ1 +Zσ2 fu¨r gewisse σ1, σ2 ∈ C. Wegen
Λ1 ⊂ Λ2 ist die Identita¨t ein Element von Hom(E1, E2). Weiter ist Z · 1 ein primitives
Untergitter von Hom(E1, E2), da Hom(E1, E2) ein Untergitter von Λ2 ist und Λ2 keine
Elemente aus Q \Z entha¨lt. Somit existiert eine Basis der Gestalt 1, σ von Hom(E1, E2).
Fu¨r den Rest des Beweises fixieren wir eine solche Basis. Fu¨r einen beliebigen Homomor-




· λ = |t · Im(τ)||Im(τ)| · λ = t · λ.
Wegen 1 · λ̂ ∈ End(E2) und λ̂ · 1 ∈ End(E1) erhalten wir
λ ∈ 1
t
· (Z+ Z · kgV(f1, f2) · ω) .
Somit existiert ein k ∈ Z mit
Im(σ) = k · kgV(f1, f2) · Im(ω)
t
. (∗)
Die Zahl κ := kgV(f1, f2) ·ω definiert einen Endomorphismus von E1, also ist κ ·1 Element
von Λ1 und es existieren ganze Zahlen x, y mit κ = x + y · tτ . Ebenso definiert κ einen




einen Homomorphismus E1 → E2, denn yτ · 1 ∈ Λ2 und
yτ · tτ = −x+ κ
t
· tτ = −xτ + κτ ∈ Λ2 .
Somit haben wir (−x+ κ)/t ∈ Z+ Zσ. Vergleichen wir nun den Imagina¨rteil mit (∗), so
erhalten wir k = ±1. Schließlich gelangen wir mit (∗) zu
|Im(σ1 · σ̂2)| = |Im(1 · σ̂)| = |Im (t · σ)| = kgV(f1, f2) · |Im(ω)| ,
womit die Behauptung folgt.
Bemerkung 2.2.9. Ein Selbstprodukt X = E ×E einer elliptischen Kurve E mit kom-
plexer Multiplikation ist ein Spezialfall der obigen Situation. Fu¨r ein solches ko¨nnen wir
σ1 = 1 und σ2 = fω als Erzeuger von Hom(E1, E2) wa¨hlen und erhalten die Diskriminante
∆(X) =
{
−4f 2|d| falls d ≡ 2, 3 (mod 4)
−f 2|d| falls d ≡ 1 (mod 4).
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Insgesamt haben wir Theorem 2 der Einleitung bewiesen:
Theorem 2.2.10. Sei X = E1 × E2 ein Produkt von elliptischen Kurven und H eine
beliebige Polarisierung auf X.





(b) Angenommen E1 und E2 sind isogen und haben keine komplexe Multiplikation, das










(c) Angenommen E1 und E2 sind isogen und haben komplexe Multiplikation. Dann ist
EndQ(Ei) = Q(
√
d) fu¨r eine quadratfreie ganze Zahl d < 0. Sind f1 und f2 die




6 · kgV(f1, f2)
√|d|(H2)2 falls d ≡ 2, 3 (mod 4)
pi
3 · kgV(f1, f2)
√|d|(H2)2 falls d ≡ 1 (mod 4).
Das Volumen Vol(Nef(X)) ergibt sich in den obigen Fa¨llen jeweils fu¨r eine beliebige Prin-
zipalpolarisierung. Den konkreten Wert erha¨lt man durch Ersetzen von (H2) durch 2.
2.3. Ergebnisse fu¨r beliebige einfache abelsche Fla¨chen
Nach unseren Betrachtungen in Abschnitt 2.1 stellt sich die Frage, wie sich Nef-Kegel-
Volumina bei einfachen abelschen Fla¨chen ohne Prinzipalpolarisierung verhalten. Dieser
wollen wir in diesem Abschnitt nachgehen. Wir haben bereits gesehen, dass die Diskrimi-
nante der Ne´ron-Severi-Gruppe einer einfachen abelschen Fla¨che mit Prinzipalpolarisie-
rung u¨ber den Endomorphismenring bestimmt werden kann. Essentiell dafu¨r ist der durch
eine Prinzipalpolarisierung L0 induzierte Isomorphismus
ϕ : NS(X)→ Endsym(X), L 7→ φ−1L0 φL.
Ist L0 keine Prinzipalpolarisierung, so liegt zumindest ein Isomorphismus
ϕ : NSQ(X)→ EndsymQ (X)
vor. Dies wollen wir nutzen, um einen Zusammenhang zwischen den Diskriminanten aus
Abschnitt 2.1 und den Diskriminanten zu abelschen Fla¨chen ohne Prinzipalpolarisierung
herzuleiten.
Kapitel 2. Volumina des Nef-Kegels von abelschen Fla¨chen 28
Satz 2.3.1. Es sei X eine einfache abelsche Fla¨che und L0 eine Polarisierung von
minimalem Grad d0 auf X. Wa¨re L0 eine Prinzipalpolarisierung, so ko¨nnte man u¨ber
Endsym(X), wie in Abschnitt 2.1 beschrieben, die Diskriminante der Ne´ron-Severi-Gruppe
von X berechnen. Es sei ∆˜(X) die Zahl, die man auf diese Weise erhalten wu¨rde. Dann





Beweis. Wir betrachten den Isomorphismus
ϕ : NSQ(X)→ EndsymQ (X), L 7→ φ−1L0 φL.
Es sei E eine Basis von Endsym(X). Ohne Einschra¨nkung sei das erste Basiselement 1. Es
ist ϕ−1(E) eine Basis von NSQ(X). Die Determinante der Gram-Matrix bezu¨glich ϕ−1(E)
ist nach (2.2) gleich
(d0)
ρ · ∆˜(X).
Sei nun B eine beliebige Basis von NS(X). Da L0 minimalen Grad hat, ko¨nnen wir ohne
Einschra¨nkung davon ausgehen, dass das erste Basiselement L0 ist. Nach Definition (siehe





wobei e(L0) der Exponent von kern φL0 ist und ψL0 : Xˆ → X eine Isogenie mit
ψL0φL0 = e(L0)X und φL0ψL0 = e(L0)Xˆ .




fu¨r alle L ∈ NS(X). Stellen wir ein Element aus NS(X) nun bezu¨glich der Basis ϕ−1(E)
dar, so sind die Koeffizienten bei dieser Darstellung Element von (1/e(L0)) ·Z. Die Basis-
wechselmatrix von B nach ϕ−1(E) ist somit ein Element von (1/e(L0)) ·Mρ(Z) und sei im
Folgenden mit A bezeichnet. Aufgrund der obigen Wahl der ersten Basiselemente ist die
erste Spalte von A gleich (1, 0, ..., 0). Die Determinante der Gram-Matrix zu B ist die De-
terminante der Gram-Matrix zu ϕ−1(E) multipliziert mit dem Quadrat der Determinante
von A. Damit erhalten wir
∆(X) = (d0)
ρ · ∆˜(X) · k
2
e(L0)2(ρ−1)




gilt. Damit haben wir e(L0) = d0.
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Mit Hilfe von Satz 2.3.1 ko¨nnen wir genau bestimmen, welche Zahlen als Nef-Kegel-
Volumen bei einfachen abelschen Fla¨chen mit reeller Multiplikation auftreten:
Korollar 2.3.2. Es sei (X,H) eine einfache polarisierte abelsche Fla¨che mit reeller Mul-







k, d ∈ N; d ≡ 1 mod 4;








k, d ∈ N; d ≡ 2, 3 mod 4;
d > 1; d quadratfrei
})
.
Jedes Element der Menge tritt als Vol(Nef(X)) fu¨r eine passende einfache abelsche Fla¨che
X mit reeller Multiplikation auf.
Beweis. Fu¨r eine Polarisierung H auf einer abelschen Fla¨che X ist (H2) = 2 · degH.
Nach Theorem 2.1.3 und Satz 2.3.1 ist Vol(Nef(X), H) somit fu¨r jede einfache polarisierte
abelsche Fla¨che (X,H) mit reeller Multiplikation in obiger Menge enthalten. Nach [7,
Proposition 2.1] existiert zu einer gegebenen Ordnung o inQ(
√
d) eine prinzipalpolarisierte
abelsche Fla¨che X mit End(X) = o, sodass nach Theorem 2.1.3 alle Elemente der obigen
Menge als Volumen auftreten.
Fu¨r abelsche Fla¨chen mit komplexer Multiplikation ko¨nnen wir zumindest Folgendes fest-
halten:
Korollar 2.3.3. Es sei (X,H) eine einfache polarisierte abelsche Fla¨che mit komplexer
Multiplikation. Dann ist Vol(Nef(X), H) ein Element der Menge M1.
Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Theorem 2.1.3 und Satz 2.3.1.
Fu¨r abelsche Fla¨chen mit ausschließlich ganzzahliger Multiplikation ist die Beantwortung
der Frage, welche Volumina auftreten, einfach:
Lemma 2.3.4. Sei (X,H) eine polarisierte abelsche Fla¨che mit End(X) = Z. Dann ist








Jedes Element der Menge tritt als Vol(Nef(X)) fu¨r eine passende abelsche Fla¨che X mit
End(X) = Z auf.
Beweis. Sei X eine abelsche Fla¨che mit End(X) = Z und L0 eine Polarisierung auf X
von minimalem Grad d0. Wegen der Minimalita¨t erhalten wir sofort NS(X) = Z · L0 und










Umgekehrt existiert zu jedem d0 ∈ N eine abelsche Fla¨che X mit End(X) = Z, sodass
NS(X) von einer Polarisierung vom Grad d0 erzeugt wird.
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Wir ko¨nnen nun festhalten:
Korollar 2.3.5. Als algebraische Nef-Kegel-Volumina treten bei einfachen abelschen
Fla¨chen genau die Zahlen aus den Mengen M1 und M2 auf.
Beweis. Fu¨r einfache abelsche Fla¨chen mit Quaternionenmultiplikation ist ρ = 3. Nach
Korollar 1.2.3 und Bemerkung 1.2.6 sind die Volumina zu einfachen abelschen Fla¨chen mit
Quaternionenmultiplikation somit nicht algebraisch. Die Behauptung folgt mit der Klas-
sifikation der Endomorphismenalgebren und mit den U¨berlegungen aus diesem Abschnitt.
Bemerkung 2.3.6. Essentiell fu¨r obige Ergebnisse ist das Resultat [7, Proposition 2.1]
von Birkenhake. Nach diesem existiert zu gegebener Ordnung o in einem total reellen
Zahlko¨rper eine prinzipalpolarisierte abelsche Varieta¨t X mit End(X) = o. Fu¨r abelsche
Varieta¨ten mit komplexer Multiplikation bzw. Quaternionenmultiplikation liegen Resul-
tate dieser Art nicht vor.
Wir wollen uns nun u¨berlegen, wie anhand des definierenden Gitters einer gegebenen
abelschen Fla¨che die Diskriminante der Ne´ron-Severi-Gruppe bestimmt werden kann. Die
Ne´ron-Severi-Gruppe einer abelschen Varieta¨t X = Cg/Λ kann mit der Gruppe der her-
miteschen Formen
H : Cg × Cg → C mit Im H(Λ× Λ) ⊂ Z
identifiziert werden. Diese la¨sst sich wiederum mit der Gruppe der alternierenden Formen
E : Cg × Cg → R mit E(Λ× Λ) ⊂ Z und E(iv, iw) = E(v, w)
identifizieren (siehe z.B. [8, Section 2.1])). Fu¨r eine hermitesche Form H mit zugeho¨riger
alternierender Form E gelten dabei die Zusammenha¨nge
H(v, w) = E(iv, w) + iE(v, w) und E(v, w) = Im H(v, w).
In der Auffassung der Ne´ron-Severi-Gruppe als Gruppe von hermiteschen Formen ist der
Homomorphismus f ∗ : NS (Y )→ NS (X) zu einer Isogenie f : X → Y zwischen abelschen
Varieta¨ten X und Y gegeben durch
f ∗(H)(v, w) = H(ρa(f)v, ρa(f)w). (2.3)
Bei gegebenem Gitter la¨sst sich die Ne´ron-Severi-Gruppe in den vorgestellten Auffas-
sungen explizit berechnen. Ebenso la¨sst sich u¨ber das Gitter der Endomorphismenring
bestimmen, sodass im Falle der Existenz einer Prinzipalpolarisierung die Methoden aus
Abschnitt 2.1 zur Diskriminantenberechnung herangezogen werden ko¨nnen. Existiert auf
einer abelschen Fla¨che keine Prinzipalpolarisierung, so ist diese zumindest isogen zu einer
abelschen Fla¨che, auf der eine Prinzipalpolarisierung existiert. Diesen Umstand wollen
wir nutzen, um Diskriminanten von Ne´ron-Severi-Gruppen zu abelschen Fla¨chen ohne
Prinzipalpolarisierung zu bestimmen.
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Proposition 2.3.7. Es sei f : X → Y eine Isogenie zwischen abelschen Fla¨chen X und
Y . Dann gilt
(deg f)ρ ·∆(Y ) = [NS(X) : f ∗(NS(Y ))]2 ·∆(X).
Fu¨r X = Y ergibt sich
[NS(X) : f ∗(NS(Y ))]2 = (deg f)ρ.
Beweis. Es ist f ∗(NS(Y )) ein Untergitter von NS(X). Mit [1, Lemma 2.1] folgt
disc f ∗(NS(Y )) = [NS(X) : f ∗(NS(Y ))]2 ·∆(X).
Nach Projektionsformel ist (f ∗L1 · f ∗L2) = deg f · (L1 · L2) und somit
disc f ∗(NS(Y )) = (deg f)ρ ·∆(Y ).
Wir betrachten nun eine Konstruktion, die uns u¨ber Proposition 2.3.7 ermo¨glicht, die Dis-
kriminante der Ne´ron-Severi-Gruppe bei abelschen Fla¨chen ohne Prinzipalpolarisierung
zu berechnen. Es sei X = C2/Λ eine abelsche Fla¨che und v1, ..., v4 eine Basis von Λ. Fu¨r
n ∈ N betrachten wir die abelsche Fla¨che Y = C2/Λ′ mit
Λ′ = Z · v1
n
+ Z · v2 + Z · v3 + Z · v4.
Die Abbildung
f : X → Y, x+ Λ 7→ x+ Λ′
ist eine Isogenie vom Grad n. Die analytische Darstellung von f ist die Identita¨t auf C2.
Wegen (2.3) haben wir somit in der Auffassung der Ne´ron-Severi-Gruppe als Gruppe von
alternierenden Formen
f ∗(NS(Y )) = NS(Y ) ⊂ NS(X).
Es sei I die Darstellungsmatrix der Multiplikation mit i bezu¨glich der Basis
B = {v1/n, v2, v3, v4}




0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0






0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0
 a, b, c ∈ 1nZ und d, e, f ∈ Zund I tM symmetrisch
 =: MX .
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Dabei entspricht die Bedingung
”
I tM symmetrisch“ der Eigenschaft E(iv, iw) = E(v, w).
Der Index [NS(X) : f ∗(NS(Y ))] stimmt mit dem Index [MX : MY ] u¨berein, wobei Letz-
terer bei gegebenem Gitter berechenbar ist.
Sei nun E eine Polarisierung vom Typ (1, d0) auf X. Wir konstruieren eine zu X isogene
abelsche Fla¨che mit Prinzipalpolarisierung. Dabei gehen wir so vor, wie es in [8, Propo-
sition 4.1.2] beschrieben wird. Es sei λ1, λ2, µ1, µ2 eine symplektische Basis von Λ fu¨r E,
das heißt, eine Basis bezu¨glich derer E die Darstellungsmatrix
0 0 1 0
0 0 0 d0
−1 0 0 0
0 −d0 0 0

hat. Wir definieren
Λ′ = Z · λ1 + Z · λ2
d0
+ Z · µ1 + Z · µ2.
Dann ist Y := C2/Λ′ eine abelsche Fla¨che, auf der eine Prinzipalpolarisierung existiert.
Die Abbildung
f : X → Y, x+ Λ 7→ x+ Λ′
ist eine Isogenie vom Grad d0. Wie oben beschrieben ko¨nnen wir [NS(X) : f
∗(NS(Y ))]
berechnen. Ebenso ist ∆(Y ) berechenbar, da auf Y eine Prinzipalpolarisierung existiert.
Mit Proposition 2.3.7 ko¨nnen wir somit auch ∆(X) bestimmen. Außerdem ko¨nnen wir
festhalten:
Korollar 2.3.8. Sei X eine abelsche Fla¨che ohne Prinzipalpolarisierung und L0 eine Po-
larisierung von minimalem Grad d0 auf X. Dann existiert eine zu X isogene abelsche
Fla¨che Y mit Prinzipalpolarisierung und mit
∆(X) | dρ0 ·∆(Y ).
Um konkrete Beispiele betrachten zu ko¨nnen, beno¨tigen wir Gitter im C2, die abelsche
Fla¨chen ohne Prinzipalpolarisierung definieren. Auf der Suche nach solchen ist folgendes
Resultat entstanden. Es basiert auf einer Konstruktion von Poonen (siehe [23]).
Proposition 2.3.9. Sei X = C2/Λ eine abelsche Fla¨che mit Prinzipalpolarisierung. Wei-
ter sei v1, ..., v4 eine Basis von Λ. Außerdem sei
n /∈ {det(ρa(α)) α ∈ End(X)} .
Dann existiert auf C2/Λ′ mit
Λ′ = Z · v1
n
+ Z · v2 + Z · v3 + Z · v4
keine Prinzipalpolarisierung.
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Beweis. Es sei L0 eine Prinzipalpolarisierung auf X. Angenommen es existiert eine Prin-
zipalpolarisierung L′0 auf Y := C2/Λ′. Wir betrachten die Abbildung
f : X → Y, x+ Λ 7→ x+ Λ′.












= deg f · 2
2
= deg f = n.
Wir verwenden dabei die Tatsache, dass der konstante Term des charakteristischen Poly-
noms einer 2× 2-Matrix genau der Determinante der Matrix entspricht.





5 pi + i
√
5(pi + i)
1 −√5 i −√5i
)
Z4.












5 = Z+ Z
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gilt (siehe dazu [9, Beispiel 3.2.2]). Die Multiplikation mit i wird bezu¨glich der oben

















































0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f




I tM symmetrisch“ a¨quivalent zu
a = f = 0, c = d und e = 5b.
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Fu¨r b = −1 und c = 2 haben wir die Matrix
M1 :=

0 0 −1 2
0 0 2 −5
1 −2 0 0
−2 5 0 0














































































positiv definit. Somit entspricht M1 einer Prinzipalpolarisierung auf X, sodass es sich bei
X um eine abelsche Fla¨che mit Prinzipalpolarisierung handelt.





5 pi + i
√
5(pi + i)
1/n −√5 i −√5i
)
Z4.




















































(I ′)tM symmetrisch“ ist a¨quivalent zu
a = f = 0, d = nc und e = 5nb.
Die Determinante von 
0 0 b c
0 0 nc 5nb
−b −nc 0 0
−c −5nb 0 0

ist n2(5b2 − c2)2.
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Wegen n > 1 existiert auf Y := C2/Λ′ somit keine Prinzipalpolarisierung. Wir ko¨nnen




0 0 b c
0 0 nc 5nb
−b −nc 0 0
−c −5nb 0 0






0 0 b/n c/n
0 0 c 5b
−b/n −c 0 0
−c/n −5b 0 0
 b, c ∈ Z

und somit
[NS(X) : f ∗(NS(Y ))] = [MX : MY ] = n2.
Mit Proposition 2.3.7 erhalten wir schließlich
∆(Y ) =






Da auf X eine Prinzipalpolarisierung existiert, erhalten wir den Wert der Diskriminante
∆(X) u¨ber das in Abschnitt 2.1 beschriebene Vorgehen. In unserem Fall ist
d = 5 ≡ 1 mod 4
und f = 2, sodass ∆(X) = −f 2 · d = −20 gilt.
Kapitel 3
Volumina des Nef-Kegels von Aufblasungen der
projektiven Ebene
In diesem Kapitel bescha¨ftigen wir uns mit dem Nef-Kegel-Volumen bei Del-Pezzo-Fla¨chen
und bei Aufblasungen von Punkten auf einem glatten Kegelschnitt im P2. Bezu¨glich des
antikanonischen Divisors wurde das Nef-Kegel-Volumen bei Del-Pezzo-Fla¨chen schon von
Derenthal bestimmt (siehe [12]). Ebenso hat Schmitz bereits Formeln bewiesen, mit de-
nen das Nef-Kegel-Volumen bezu¨glich des antikanonischen Divisors bei Aufblasungen von
Punkten auf einem glatten Kegelschnitt im P2 bestimmt werden kann (siehe [26]). Wir
leiten in beiden Fa¨llen Formeln her, mit denen das Volumen fu¨r beliebige Polarisierungen
berechnet werden kann. Grundlegend fu¨r diese Herleitungen ist ein Ergebnis von Schmitz,
welches eine rekursive Berechnung von Nef-Kegel-Volumina ermo¨glicht. Außerdem befas-
sen wir uns mit der Frage nach dem gro¨ßtmo¨glichen Volumen. Im Fall der Del-Pezzo-
Fla¨chen kommen wir dabei schnell zu einem Ergebnis. Im Fall der Aufblasungen von
Punkten auf einem glatten Kegelschnitt gestaltet sich die Beantwortung der Frage deut-
lich schwieriger. Aus diesem Grund fu¨hren wir den Begriff der minimalen Polarisierung ein
und zeigen, wie man mit diesem zu Ergebnissen kommt. In beiden folgenden Abschnitten
fassen wir zu Beginn grundlegende Aussagen und schon bekannte Resultate zusammen.
3.1. Del-Pezzo-Fla¨chen
Unter einer Del-Pezzo-Fla¨che verstehen wir eine glatte projektive rationale Fla¨che, auf
der der antikanonische Divisor ampel ist. Die Klassifikation von Del-Pezzo-Fla¨chen ist
allgemein bekannt. Jede Del-Pezzo-Fla¨che ist entweder isomorph zu
P2 oder P1 × P1 oder Sr,
wobei Sr eine Aufblasung des P2 in r Punkten in allgemeiner Lage bezeichnet. Dabei
sprechen wir von Punkten in allgemeiner Lage, wenn keine drei der Punkte auf einer
Geraden liegen, keine sechs auf einem Kegelschnitt und keine acht auf einer Kubik mit
einem Doppelpunkt in einem der Punkte. Der Grad einer Del-Pezzo-Fla¨che X ist definiert
als (−KX)2. Es gilt
(−KSr)2 = 9− r, (−KP2)2 = 9 und (−KP1×P1)2 = 8.
Derenthal hat in [12, Theorem 4] das Nef-Kegel-Volumen bezu¨glich des antikanonischen
Divisors fu¨r alle Del-Pezzo-Fla¨chen bestimmt. Dabei ist zu beachten, dass er statt des
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Kegelstumpfes Nef(X) ∩ (−KX)61 die Menge Nef(X) ∩ (−KX)=1 betrachtet hat. Somit
erha¨lt man die zu unserem Volumenbegriff geho¨rigen Volumina, indem man Derenthals
Ergebnisse mit dem Dimensions-Faktor 1/ρ(X) = 1/(10 − (−KX)2) multipliziert. Auf
diese Weise bekommt man
Vol(Nef(P2),−KP2) = 1
3
und Vol(Nef(P1 × P1),−KP1×P1) = 1
8
sowie die in Tabelle 3.1 dargestellten Werte.
r 1 2 3 4 5 6 7 8
Vol(Nef(Sr),−KSr) 112 172 1288 1720 11080 1840 1240 19
Tabelle 3.1: Nef-Kegel-Volumina bezu¨glich des antikanonischen Divisors bei Del-Pezzo-Fla¨chen.
Unser Ziel ist es Formeln herzuleiten, mit denen das Nef-Kegel-Volumen fu¨r beliebige Po-
larisierungen bestimmt werden kann. Zentral dafu¨r ist ein Ergebnis von Schmitz, welches
eine rekursive Volumenberechnung ermo¨glicht:
Proposition 3.1.1 ([26], Proposition 5.2.2). Es sei (X,H) eine glatte polarisier-
te Fla¨che mit Picardzahl ρ. Falls NE(X) endlich erzeugt ist und falls eine Klasse
γ ∈ NSR(X) mit Hγ > 0 existiert, sodass fu¨r jeden extremalen Strahl η, der nicht von
einer (−1)−Kurve aufgespannt wird, γ ∈ η⊥ gilt, so gilt
Vol(Nef(X), H) =
1
ρ · (H · γ)
∑
E
(E · γ) · Vol(Nef(piEX), piE∗H),
wobei u¨ber alle (−1)-Kurven auf X summiert wird.
Dabei bezeichnet NE(X) wie u¨blich den Mori-Kegel, das heißt den Abschluss des Kegels
NE(X) =
{∑
ai [Ci] Ci ⊂ X irreduzible Kurve, ai > 0
}
.
Um Proposition 3.1.1 zur Anwendung bringen zu ko¨nnen, beno¨tigen wir Kenntnisse u¨ber
die negativen Kurven auf Del-Pezzo-Fla¨chen. Von Manin wurden die negativen Kurven
auf Sr bestimmt:
Satz 3.1.2 ([21], Chapter IV). Die negativen Kurven auf Sr sind
1. die exzeptionellen Kurven zu den Aufblasungspunkten p1, ..., pr
und die eigentlich Transformierten der folgenden Kurven im P2:
2. Geraden durch Punkte pi, pj mit pi 6= pj;
3. falls r > 5: Kegelschnitte durch fu¨nf der Punkte p1, ..., pr;
4. falls r > 7: Kubiken durch sieben der Punkte p1, ..., pr mit Doppelpunkt in einem
der Punkte;
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5. falls r = 8: Quartiken durch die Punkte p1, ..., p8 mit Doppelpunkten in drei der
Punkte;
6. falls r = 8: Quintiken durch die Punkte p1, ..., p8 mit Doppelpunkten in sechs der
Punkte;
7. falls r = 8: Sextiken durch die Punkte p1, ..., p8 mit Doppelpunkten in 7 der Punkte
und einem Dreifachpunkt in einem der Punkte.
Als Basis von NS(Sr) haben wir die Klassen von
L = pi∗OP2(1), E1 = pi−1(p1), ..., Er = pi−1(pr), (3.1)
zur Verfu¨gung, wobei pi die Aufblasungsabbildung bezeichnet und p1, ..., pr die Punkte, die
aufgeblasen werden. Die zur obigen Basis geho¨rige Schnittmatrix ist Diag(1,−1, ...,−1).
Definieren wir E := E1 + ... + Er, so haben die Klassen der negativen Kurven bezu¨glich
der Basis (3.1) die Darstellungen (vgl. auch [4, proof of Theorem 3.1]):
zu 2. L− Ei − Ej 1 6 i < j 6 r
zu 3. 2L− E (falls r = 5)
2L− E + Ei 1 6 i 6 6 (falls r = 6)
2L− E + Ei + Ej 1 6 i < j 6 7 (falls r = 7)
2L− E + Ei + Ej + Ek 1 6 i < j < k 6 8 (falls r = 8)
zu 4. 3L− E − Ei 1 6 i 6 7 (falls r = 7)
3L− E − Ei + Ej 1 6 i, j 6 8, i 6= j (falls r = 8)
zu 5. 4L− E − Ei − Ej − Ek 1 6 i < j < k 6 8 (falls r = 8)
zu 6. 5L− 2E + Ei + Ej 1 6 i < j 6 8 (falls r = 8)
zu 7. 6L− 2E − Ei 1 6 i 6 8 (falls r = 8)
Zur Anwendung von Proposition 3.1.1 beno¨tigen wir außerdem Kenntnisse daru¨ber, wel-
che Fla¨chen bei der Kontraktion von (−1)-Kurven entstehen. Bauer und Schmitz haben
Folgendes gezeigt:
Lemma 3.1.3 ([5], Lemma 2.1). Sei Sr eine Del-Pezzo-Fla¨che mit 1 6 r 6 8 und E eine
(−1)-Kurve auf Sr. Dann la¨sst sich E durch einen birationalen Morphismus
piE : Sr → Y
zu einem Punkt auf einer Del-Pezzo-Fla¨che Y vom Grad 9 − r + 1 kontrahieren. Es gilt
dabei
NS(Sr) = NS(Y )⊕ Z [E] .
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Lemma 3.1.4 ([5], Lemma 2.2). Fu¨r r > 3 liefert die Kontraktion einer (−1)-Kurve auf
Sr die Fla¨che Sr−1. Fu¨r eine (−1)-Kurve E auf S2 ist piE(S2) = S1, falls es eine (−1)-
Kurve E ′ auf S2 mit (E · E ′) = 0 gibt. Andernfalls gilt piE(S2) = P1 × P1.
Mit dem vorab Beschriebenen sind wir nun in der Lage die gesuchten Formeln zu bestim-
men. Fu¨r die Fla¨chen P2 und P1×P1 haben wir die Volumenberechnung schon in Abschnitt
1.1 durchgefu¨hrt. Die Berechnung zu S1 ist elementar und wurde eigentlich auch schon
in Beispiel 1.1.4 behandelt, da S1 eine Regelfla¨che ist. Wir pra¨sentieren hier dennoch die
Volumenberechnung fu¨r Polarisierungen, die in der Basis (3.1) dargestellt sind. Bei den
Del-Pezzo-Fla¨chen Sr mit r > 2 verwenden wir Proposition 3.1.1 zur Formelherleitung.
Dabei ist es entscheidend, bei gegebener Polarisierung H und (−1)-Kurve E zu bestim-
men, welche Koordinaten die Polarisierung piE∗(H) auf Sr−1 bezu¨glich der Basis (3.1) hat.
Dazu gehen wir so vor, dass wir eine Menge von r paarweise disjunkten (−1)-Kurven auf
Sr wa¨hlen, die E entha¨lt. Wir ko¨nnen Sr dann als Aufblasung des P2 mit den gewa¨hl-
ten Kurven als exzeptionelle Kurven verstehen. Insbesondere ko¨nnen wir somit zu einer
fu¨r uns passenden Basis von NS(Sr) u¨bergehen. Diese Basis entha¨lt E als Basiselement,
sodass sich piE∗(H) durch ”
Weglassen“ des Summanden zu E in der Darstellung von H
bezu¨glich der neuen Basis ergibt.
3.1.1. Formeln zur Volumenberechnung
Volumen des Nef-Kegels bei S1 Ein Element aL + bE1 ∈ NS(S1) ist genau dann
ampel, wenn
a > −b > 0
gilt. Sei H = aL + bE1 ∈ NS(S1) eine Polarisierung. Fu¨r D = xL + yE1 ∈ NSR(S1) ist


























Bemerkung 3.1.5. Bei S1 handelt es sich um eine Regelfla¨che mit e = 1. Aus diesem
Grund wurden die Nef-Kegel-Volumina zu S1 auch schon in Beispiel 1.1.4 bestimmt. Dort
wurde mit der Basis C0, f gearbeitet. Es gilt folgender Zusammenhang:
L = C0 + f und E1 = C0.
Die beiden Formeln zur Volumenberechnung lassen sich u¨ber diesen ineinander
u¨berfu¨hren.






Abb. 3.1: Kegelstumpf zum Nef-Kegel-Volumen bei S1 bezu¨glich der Polarisierung H = 2L− E1.
Im Folgenden interessieren wir uns insbesondere fu¨r die Struktur des Nef-Kegels bei den
Del-Pezzo-Fla¨chen Sr mit r > 2. Aufschluss u¨ber diese gibt untenstehende Bemerkung.
Man beachte dabei, dass Rang(NS(Sr)) = r + 1 gilt.
Bemerkung 3.1.6. Schmitz zeigt in [26, Satz 2.9], dass fu¨r jede glatte projektive Fla¨che
X, auf der −KX big ist, die Kegel NE(X) und Nef(X) rational polyedrisch sind. Gilt
zusa¨tzlich ρ = Rang NS(X) > 3, so wird NE(X) von irreduziblen Kurven mit negativem
Selbstschnitt erzeugt (siehe [26, Beweis Theorem 2.10] und [11, Lemma 6.2]). Wegen
der Dualita¨t der Kegel NE(X) und Nef(X) wird der Nef-Kegel in diesem Fall durch die
negativen Kurven auf X bestimmt: Ein D ∈ NSR(X) ist genau dann nef, wenn D ·C > 0
fu¨r alle irreduziblen Kurven C auf X mit C2 < 0 gilt.
Der U¨bersichtlichkeit halber verwenden wir ab jetzt folgende Notationen:
Fu¨r a = (a0, ..., ar) ∈ Rr+1 sei
Vol(Nef(Sr), a) := Vol(Nef(Sr), a0L+ a1E1 + ...+ arEr)
und vi(a) der Vektor a ohne den Eintrag ai, das heißt,
vi(a) = (a0, a1, ..., ai−1, ai+1, ..., ar) ∈ Rr.
Volumen des Nef-Kegels bei S2 Der Nef-Kegel zu S2 wird nach Bemerkung 3.1.6
und Satz 3.1.2 durch die Kurven E1, E2 und L − E1 − E2 bestimmt, also bezu¨glich der
Basis (3.1) durch die Ungleichungen
xi 6 0 fu¨r 1 6 i 6 2, (3.3)
x0 + x1 + x2 > 0. (3.4)
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Zur Berechnung des Volumens verwenden wir Proposition 3.1.1. Wir wa¨hlen
γ = 2L− (E1 + E2).
Dabei ist fu¨r jede Polarisierung H = a0L + a1E1 + a2E2 die Voraussetzung H · γ > 0
erfu¨llt, denn
H · γ = 2a0 + a1 + a2
3.4
> a0 > 0.
Man beachte dazu, dass der ample Kegel das Innere des Nef-Kegels ist (siehe z.B. [20,
Theorem 1.4.23]). Außerdem gilt γ · (L − E1 − E2) = 0. Mit Proposition 3.1.1 und der
Formel fu¨r S1 erhalten wir schließlich fu¨r eine Polarisierung H mit Koordinatenvektor a
bezu¨glich der Basis (3.1) die Formel
Vol(Nef(S2), H) =
1
3(2a0 + a1 + a2)
· (Vol(Nef(S1), v1(a)) + Vol(Nef(S1), v2(a)))
=
1
6a0(a0 + a1)(a0 + a2)
. (3.5)
Volumen des Nef-Kegels bei S3 Der Nef-Kegel ist bezu¨glich der Basis (3.1) durch
xi 6 0 fu¨r 1 6 i 6 3, (3.6)
x0 + xi + xj > 0 fu¨r 1 6 i < j 6 3 (3.7)
gegeben. Wir wa¨hlen γ = 2L− (E1 +E2 +E3) und erhalten fu¨r eine Polarisierung H mit
Koordinatenvektor a bezu¨glich der Basis (3.1) die Ungleichungen
H · γ = 2a0 + a1 + a2 + a3
3.7
> a0 + a3
3.6
> a0 + a2 + a3
3.7
> 0.
Mit Proposition 3.1.1 und der Formel fu¨r S2 folgt
Vol(Nef(S3), H) =
1






3a0 + a1 + a2 + a3
24a0(2a0 + a1 + a2 + a3)(a0 + a1)(a0 + a2)(a0 + a3)
.
Volumen des Nef-Kegels bei S4 Der Nef-Kegel ist bezu¨glich der Basis (3.1) durch
xi 6 0 fu¨r 1 6 i 6 4, (3.8)
x0 + xi + xj > 0 fu¨r 1 6 i < j 6 4 (3.9)
gegeben. Wir wa¨hlen γ = 2L− (E1 + ...+E4) und erhalten fu¨r eine Polarisierung H mit
Koordinatenvektor a bezu¨glich der Basis (3.1) die Ungleichung
H · γ = 2a0 + a1 + a2 + a3 + a4
3.9
> 0.
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Mit Proposition 3.1.1 und der Formel fu¨r S3 folgt
Vol(Nef(S4), H) =
1







5(2a0 + a1 + a2 + a3 + a4)
·(
3a0 + a1 + a2 + a3
24a0(2a0 + a1 + a2 + a3)(a0 + a1)(a0 + a2)(a0 + a3)
+
3a0 + a1 + a2 + a4
24a0(2a0 + a1 + a2 + a4)(a0 + a1)(a0 + a2)(a0 + a4)
+
3a0 + a1 + a3 + a4
24a0(2a0 + a1 + a3 + a4)(a0 + a1)(a0 + a3)(a0 + a4)
+
3a0 + a2 + a3 + a4
24a0(2a0 + a2 + a3 + a4)(a0 + a2)(a0 + a3)(a0 + a4)
)
.
Volumen des Nef-Kegels bei S5 Der Nef-Kegel ist bezu¨glich der Basis (3.1) durch
xi 6 0 fu¨r 1 6 i 6 5, (3.10)
x0 + xi + xj > 0 fu¨r 1 6 i < j 6 5, (3.11)
2x0 + x1 + ...+ x5 > 0 (3.12)
gegeben. Wir wa¨hlen γ = 2L−(E1 + ...+E5) = 2L−E und erhalten fu¨r eine Polarisierung
H mit Koordinatenvektor a bezu¨glich der Basis (3.1) die Ungleichung
H · γ = 2a0 + a1 + ...+ a5
3.12
> 0.
Wir haben zusa¨tzlich zu den eigentlich Transformierten von Geraden und den exzeptio-
nellen Divisoren die (−1)-Kurve 2L − E = γ. Um den Push-forward von H unter der
Kontraktionsabbildung zu γ in geeigneter Weise angeben zu ko¨nnen, gehen wir zur Basis
• 3L− 2E1 − (E2 + ...+ E5),
• γ = 2L− E,
• L− E1 − Ej fu¨r 2 6 j 6 5
von NS(S5) u¨ber. Die zugeho¨rige (selbstinverse) Basiswechselmatrix ist
M5 :=

3 2 1 1 1 1
−2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 0 0 0
−1 −1 0 −1 0 0
−1 −1 0 0 −1 0
−1 −1 0 0 0 −1
 .
Kapitel 3. Volumina des Nef-Kegels von Aufblasungen der projektiven Ebene 43
Mit Proposition 3.1.1 ergibt sich die Formel
Vol(Nef(S5), H) =
1






− Vol (Nef(S4), v1(M5 · a)))).
Wir verzichten an dieser Stelle auf die Angabe einer geschlossenen Formel, da diese zu
viel Raum einnehmen wu¨rde.
Volumen des Nef-Kegels bei S6 Der Nef-Kegel ist bezu¨glich der Basis (3.1) durch
xi 6 0 fu¨r 1 6 i 6 6, (3.13)
x0 + xi + xj > 0 fu¨r 1 6 i < j 6 6, (3.14)
2x0 + x1 + ...+ x6 − xi > 0 fu¨r 1 6 i 6 6 (3.15)
gegeben. Wir wa¨hlen γ = 5L− 2E und erhalten fu¨r eine Polarisierung H mit Koordina-
tenvektor a bezu¨glich der Basis (3.1) die Ungleichungen
H · γ = 5a0 + 2(a1 + ...+ a6)
= 2a0 + a1 + ...+ a5 + 2a0 + a2 + ...+ a6 + a0 + a1 + a6
3.15
> a0 + a1 + a6
3.14
> 0.
Die (−1)-Kurven 2L−E +Ei haben Schnittzahl 0 mit γ. Die eigentlich Transformierten
von Geraden L−Ei−Ej haben Schnittzahl 1 mit γ. Wir betrachten zuna¨chst L−E1−E2
und gehen zur Basis
• 2L− E1 − E2 − E3,
• L− E1 − E2,
• L− E1 − E3,
• L− E2 − E3,
• Ej fu¨r 4 6 j 6 6
von NS(S6) u¨ber. Die zugeho¨rige Basiswechselmatrix hat die Gestalt
M6 :=

2 1 1 1 0 0 0
−1 −1 −1 0 0 0 0
−1 −1 0 −1 0 0 0
−1 0 −1 −1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 1

.
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Fu¨r die Kurven L − Ei − Ej la¨sst sich analog argumentieren. Bezeichnen wir mit Pij(a)
eine beliebige Permutation des Vektors a der Gestalt














Vol(Nef(S5), v1(M6 · Pij(a))
))
.
Volumen des Nef-Kegels bei S7 Der Nef-Kegel ist bezu¨glich der Basis (3.1) durch
xi 6 0 fu¨r 1 6 i 6 7,
x0 + xi + xj > 0 fu¨r 1 6 i < j 6 7,
2x0 + x1 + ...+ x7 − xi − xj > 0 fu¨r 1 6 i < j 6 7
3x0 + x1 + ...+ x7 + xi > 0 fu¨r 1 6 i 6 7
gegeben. Wir wa¨hlen γ = L und erhalten fu¨r eine Polarisierung H mit Koordinatenvektor
a bezu¨glich der Basis (3.1) die Ungleichung
H · γ = a0 > 0.




2 1 1 1
−1 −1 −1 0
−1 −1 0 −1
−1 0 −1 −1
E4
 .
Fu¨r die Kurve 2L− E + E1 + E2 gehen wir zur Basis
• 5L− 2(E2 + ...+ E7),
• 2L− E + E1 + Ej fu¨r 1 6 j 6 7,
• E1
u¨ber.
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Die zugeho¨rige Basiswechselmatrix ist
M27 :=

5 0 2 2 2 2 2 2
−2 0 0 −1 −1 −1 −1 −1
−2 0 −1 0 −1 −1 −1 −1
−2 0 −1 −1 0 −1 −1 −1
−2 0 −1 −1 −1 0 −1 −1
−2 0 −1 −1 −1 −1 0 −1
−2 0 −1 −1 −1 −1 −1 0
0 1 0 0 0 0 0 0

.
Fu¨r die Kurven 3L− (E1 + ...+ E7)− Ei gehen wir zur Basis
• 8L− 3(E1 + ...+ E7),
• 3L− (E1 + ...+ E7)− Ej fu¨r 1 6 j 6 7
u¨ber. Die zugeho¨rige Basiswechselmatrix ist
M37 :=

8 3 3 3 3 3 3 3
−3 −2 −1 −1 −1 −1 −1 −1
−3 −1 −2 −1 −1 −1 −1 −1
−3 −1 −1 −2 −1 −1 −1 −1
−3 −1 −1 −1 −2 −1 −1 −1
−3 −1 −1 −1 −1 −2 −1 −1
−3 −1 −1 −1 −1 −1 −2 −1
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Volumen des Nef-Kegels bei S8 Der Nef-Kegel ist bezu¨glich der Basis (3.1) durch
xi 6 0 fu¨r 1 6 i 6 8,
x0 + xi + xj > 0 fu¨r 1 6 i < j 6 8,
2x0 + x1 + ...+ x8 − xi − xj − xk > 0 fu¨r 1 6 i < j < k 6 8,
3x0 + x1 + ...+ x8 + xi − xj > 0 fu¨r 1 6 i, j 6 8 mit i 6= j,
4x0 + x1 + ...+ x8 + xi + xj + xk > 0 fu¨r 1 6 i < j < k 6 8,
5x0 + 2x1 + ...+ 2x8 − xi − xj > 0 fu¨r 1 6 i < j 6 8,
6x0 + 2x1 + ...+ 2x8 + xi > 0 fu¨r 1 6 i 6 8,
gegeben. Wir wa¨hlen γ = L und erhalten fu¨r eine Polarisierung H mit Koordinatenvektor
a bezu¨glich der Basis (3.1) die Ungleichung
H · γ = a0 > 0.




2 1 1 1
−1 −1 −1 0
−1 −1 0 −1
−1 0 −1 −1
E5
 .
Wir betrachten die Kurve 2L− E + E1 + E2 + E3 und gehen zur Basis
• 5L− 2(E3 + ...+ E8),
• 2L− E + E1 + E2 + Ej fu¨r 3 6 j 6 8,
• E1,
• E2
u¨ber. Die Basiswechselmatrix ist
M28 :=

5 0 0 2 2 2 2 2 2
−2 0 0 0 −1 −1 −1 −1 −1
−2 0 0 −1 0 −1 −1 −1 −1
−2 0 0 −1 −1 0 −1 −1 −1
−2 0 0 −1 −1 −1 0 −1 −1
−2 0 0 −1 −1 −1 −1 0 −1
−2 0 0 −1 −1 −1 −1 −1 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0

.
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Wir betrachten die Kurve 3L− E − E1 + E2 und gehen zur Basis
• 4L− E − 2E1 + E2,
• 3L− E − E1 + E2,
• L− E1 − Ej fu¨r 3 6 j 6 8,
• E2
u¨ber. Die Basiswechselmatrix hat die Gestalt
M38 :=

4 3 0 1 1 1 1 1 1
−3 −2 0 −1 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 0 −1 0 0 0 0 0
−1 −1 0 0 −1 0 0 0 0
−1 −1 0 0 0 −1 0 0 0
−1 −1 0 0 0 0 −1 0 0
−1 −1 0 0 0 0 0 −1 0
−1 −1 0 0 0 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 0 0 0 0

.
Wir betrachten die Kurve 4L− E − E1 − E2 − E3 und gehen zur Basis
• 6L− 2(E1 + E2 + E3)− E − E4,
• 4L− E − E1 − E2 − E3,
• L− E1 − E2,
• L− E1 − E3,
• L− E2 − E3,
• 2L− (E1 + E2 + E3 + E4 + Ej) fu¨r 5 6 i 6 8
u¨ber. Die zugeho¨rige Basiswechselmatrix ist
M48 :=

6 3 3 3 2 1 1 1 1
−4 −2 −2 −2 −1 −1 −1 −1 −1
−1 −1 −1 0 0 0 0 0 0
−1 −1 0 −1 0 0 0 0 0
−1 0 −1 −1 0 0 0 0 0
−2 −1 −1 −1 −1 −1 0 0 0
−2 −1 −1 −1 −1 0 −1 0 0
−2 −1 −1 −1 −1 0 0 −1 0
−2 −1 −1 −1 −1 0 0 0 −1

.
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Fu¨r die Kurve 5L− 2E + E1 + E2 betrachten wir die Basis
• 16L− 6E + E1 + E2 + E3,
• 5L− 2E + E1 + E2,
• 5L− 2E + E1 + E3,
• 5L− 2E + E2 + E3,
• 6L− 2E − Ej fu¨r 4 6 j 6 8.
Die zugeho¨rige Basiswechselmatrix hat die Gestalt
M58 :=

16 5 5 5 6 6 6 6 6
−5 −1 −1 −2 −2 −2 −2 −2 −2
−5 −1 −2 −1 −2 −2 −2 −2 −2
−5 −2 −1 −1 −2 −2 −2 −2 −2
−6 −2 −2 −2 −3 −2 −2 −2 −2
−6 −2 −2 −2 −2 −3 −2 −2 −2
−6 −2 −2 −2 −2 −2 −3 −2 −2
−6 −2 −2 −2 −2 −2 −2 −3 −2
−6 −2 −2 −2 −2 −2 −2 −2 −3

.
Fu¨r die Kurven 6L− 2E − Ei betrachten wir die Basis
• 17L− 6E,
• 6H − 2E − Ej fu¨r 1 6 j 6 8.
Die zugeho¨rige Basiswechselmatrix ist
M68 :=

17 6 6 6 6 6 6 6 6
−6 −3 −2 −2 −2 −2 −2 −2 −2
−6 −2 −3 −2 −2 −2 −2 −2 −2
−6 −2 −2 −3 −2 −2 −2 −2 −2
−6 −2 −2 −2 −3 −2 −2 −2 −2
−6 −2 −2 −2 −2 −3 −2 −2 −2
−6 −2 −2 −2 −2 −2 −3 −2 −2
−6 −2 −2 −2 −2 −2 −2 −3 −2
−6 −2 −2 −2 −2 −2 −2 −2 −3

.
Bezeichnen wir mit Pijk(a) eine beliebige Permutation des Vektors a der Gestalt
Pijk(a) = (a0, ai, aj, ak, restliche al),
so erhalten wir:











































3.1.2. Bestimmung des maximalen Volumens
Wir wollen uns mit der Frage nach dem gro¨ßtmo¨glichen Volumen bei Del-Pezzo-Fla¨chen
auseinandersetzen. Fu¨r die Fla¨chen P2, P1×P1 und S1 haben wir diese schon beantwortet,
siehe dazu Beispiel 1.1.2, Beispiel 1.1.3 und Formel (3.2). Fu¨r die Fla¨chen Sr mit r > 2
ko¨nnen wir zeigen, dass das maximale Volumen fu¨r den antikanonischen Divisor −KSr
angenommen wird:
Satz 3.1.7. Es sei r > 2. Dann gilt
Vol(Nef(Sr)) = Vol(Nef(Sr),−KSr).
Beweis. Es ist −KSr = 3L− (E1 + ...+ Er). Wir behandeln zuna¨chst den Fall r = 2.
Ein Element H = a0L+ a1E1 + a2E2 ist genau dann ampel, wenn
• a0 + a1 + a2 > 0,
• ai < 0 fu¨r 1 6 i 6 2
gilt. Fu¨r amples H = a0L + a1E1 + a2E2 mit a0, a1, a2 ∈ Z ist somit a0 > 3 sowie
(a0 + a1) > 2 und (a0 + a2) > 2. Mit Volumenformel (3.5) fu¨r S2 folgt, dass das Volumen
fu¨r a0 = 3 und a1 = a2 = −1 maximal wird. Sei nun r > 2 und H = a0L+a1E1 + ...+arEr
ampel. Dies bedeutet unter anderem, dass
• ai < 0 fu¨r 1 6 i 6 r,
• a0 + ai + aj > 0 fu¨r 1 6 i < j 6 r
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gilt. Somit haben wir insbesondere a0 > 3. Wir wa¨hlen γ = L, sodass H · γ = a0 > 0 gilt
und erhalten mit Proposition 3.1.1 die Formel
Vol(Nef(Sr), H) =
1
(r + 1) · a0 ·
∑
E
(E · γ) · Vol(Nef(Sr−1), piE∗H),
wobei u¨ber alle (−1)-Kurven E auf Sr summiert wird. Die Liste der (−1)-Kurven aus
Satz 3.1.2 zeigt, dass stets (E · γ) > 0 gilt. Da außerdem piE∗(−KSr) = −KSr−1 gilt, folgt
die Behauptung iterativ.
Bemerkung 3.1.8.
• Die Werte zu den Volumina Vol(Nef(Sr)) = Vol(Nef(Sr),−KSr) fu¨r r > 2 wurden
bereits von Derenthal bestimmt. Siehe dazu Tabelle 3.1.
• Es ist −KP2 = 3L, − KP1×P1 = 2f1 + 2f2 und −KS1 = 3L − E1. Bei den Del-
Pezzo-Fla¨chen P2, P1 × P1 und S1 wird das maximale Volumen somit nicht fu¨r den
antikanonischen Divisor angenommen. Siehe dazu Beispiel 1.1.2, Beispiel 1.1.3 und
Formel (3.2).
Kapitel 3. Volumina des Nef-Kegels von Aufblasungen der projektiven Ebene 51
3.2. Aufblasungen von Punkten auf einem glatten Kegelschnitt
im P2
In diesem Abschnitt bescha¨ftigen wir uns mit dem Volumen des Nef-Kegels bei Aufblasun-
gen des P2 in r verschiedenen Punkten auf einem glatten Kegelschnitt C. Wir bezeichnen
diese Fla¨chen mit XrC . In [26] hat Schmitz bereits Formeln bestimmt, mit denen das
Nef-Kegel-Volumen bezu¨glich des antikanonischen Divisors berechnet werden kann. Wir
werden Formeln herleiten, die es ermo¨glichen das Nef-Kegel-Volumen fu¨r beliebige Polari-
sierungen zu bestimmen. Zu beachten ist, dass fu¨r r 6 5 Del-Pezzo-Fla¨chen vorliegen, die
wir schon behandelt haben. Ebenso ist zu beachten, dass der antikanonische Divisor auf
XrC nur fu¨r r 6 5 ampel ist. Jedoch ist er fu¨r beliebige r big (siehe [27]). Nach einem Re-
sultat von Bauer und Schmitz ist das Nef-Kegel-Volumen bezu¨glich des antikanonischen
Divisors somit endlich (siehe [5, Proposition 3.1]). Dies hat Schmitz dazu motiviert, die
bereits angesprochenen Formeln zur Volumenberechnung herzuleiten. Fu¨r uns haben sich
die Fla¨chen XrC aus einem anderen Grund als interessant herausgestellt: Die Frage nach
dem maximalen Volumen bezu¨glich unseres Volumenbegriffs ist auf XrC nicht trivial und
erforderte die Entwicklung neuer Methoden.
Wir fassen zuna¨chst einige schon bekannte Resultate zusammen. Unsere Darstellungen
ko¨nnen bei Schmitz in [26, Abschnitt 4.1] nachgelesen werden. Abweichungen werden von
uns benannt.
Satz 3.2.1 ([26], Satz 4.2). Sei C ⊂ P2 ein glatter Kegelschnitt, r > 5, und seien p1, ..., pr
verschiedene Punkte auf C. Betrachte die Aufblasung pi : XrC → P2 in diesen Punkten.





+ 1 negative Kurven, na¨mlich:
• Die exzeptionellen Kurven E1, ..., Er,
• die eigentlich Transformierte von C,
• die eigentlich Transformierten Ei,j von Geraden durch Punkte pi und pj fu¨r i 6= j.
Schmitz hat die exzeptionellen Kurven E1, ..., Er als (−1)-Kurven vom Typ 1 und die
u¨brigen (−1)-Kurven als vom Typ 2 bezeichnet. Im Folgenden werden wir auch mit diesen
Bezeichnungen arbeiten. Wir interessieren uns dafu¨r, welche Fla¨chen entstehen, wenn
(−1)-Kurven kontrahiert werden.
Proposition 3.2.2 ([26], Proposition 4.4). Fu¨r r > 5 seien XrC → P2 die Aufblasung des
P2 in r Punkten auf einem glatten Kegelschnitt C und C1, ..., Cr−1 disjunkte (−1)-Kurven
vom Typ 2. Dann resultiert aus der Kontraktion dieser Kurven die Hirzebruchfla¨che Xr−4.
Wir bezeichnen fu¨r k 6= 3 mit XrC,k die aus der Kontraktion von k disjunkten Kurven vom
Typ 2 resultierende Fla¨che. Mit XrC,3 bezeichnen wir die Fla¨che, die durch Kontraktion
von drei Kurven der Gestalt Ei,j, Ei,k, Ei,l mit paarweise verschiedenen 1 6 i, j, k, l 6 r
entsteht. Weiter bezeichnen wir eine (−1)-Kurve auf einer Fla¨che XrC,l als Kurve vom Typ
1 bzw. 2, wenn sie Bildkurve einer Kurve vom Typ 1 bzw. 2 auf XrC unter der zugeho¨rigen
Kontraktionsabbildung ist (mit diesen Bezeichnungen hat Schmitz nicht gearbeitet). Als
Basis von NS(XrC) haben wir zum einen die Klassen von L = pi
∗OP2(1), E1, ..., Er zur
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Verfu¨gung und fu¨r r > 5 wegen Proposition 3.2.2 zum anderen C, f, C1, ..., Cr−1, wobei wir
XrC dabei als Aufblasung der Hirzebruchfla¨che Xr−4 verstehen (Xr−4 ist eine Regelfla¨che
mit e = r− 4, vergleiche Beispiel 1.1.4). Die Ci bezeichnen disjunkte Kurven vom Typ 2.
Im Folgenden gehen wir dabei ohne Einschra¨nkung von Ci = E1,i+1 = L−E1−Ei+1 aus.
Die Fla¨che XrC,1 geht aus X
r
C durch Kontraktion einer (−1)-Kurve vom Typ 2 hervor,
ohne Einschra¨nkung sei diese C1. Fu¨r r > 5 sind die negativen Kurven auf XrC,1 dann
gerade die Bilder der Kurven
• C = 2L− (E1 + ...+ Er),
• Ej fu¨r 3 6 j 6 r,
• Cj−1 = E1,j = L− E1 − Ej fu¨r 3 6 j 6 r,
• E2,j = L− E2 − Ej fu¨r 3 6 j 6 r.
Im Folgenden bezeichnen wir der Einfachheit halber die Bildkurven wie ihre Urbilder. Fu¨r
NS(XrC,1) haben wir neben der Hirzebruch-Basis die Basis f1, f2, E3, ..., Er zur Verfu¨gung,
da sich XrC,1 auch als Aufblasung von P1 × P1 verstehen la¨sst (siehe [26, Unterabschnitt
4.1.1]). Die negativen Kurven auf XrC,1 sind in dieser Basis
• f1 + f2 − (E3 + ...+ Er),
• Ej fu¨r 3 6 j 6 r (Typ 1),
• f1 − Ej fu¨r 3 6 j 6 r (Typ 2),
• f2 − Ej fu¨r 3 6 j 6 r (Typ 2).
Die Fla¨che XrC,2 geht aus X
r
C,1 durch Kontraktion einer weiteren (−1)-Kurve vom Typ 2
hervor, ohne Einschra¨nkung sei diese C2 = L− E1 − E3. Die negativen Kurven auf XrC,2
sind dann gerade die Bilder der Kurven
• C,
• Ej fu¨r 4 6 j 6 r,
• Cj−1 = E1,j = f1 − Ej fu¨r 4 6 j 6 r,
• E2,3 = f2 − E3.
In Hirzebruch-Basis C, f, C3, ..., Cr−1 sind diese
• C,
• f − Cj fu¨r 3 6 j 6 r − 1 (Typ 1),
• Cj fu¨r 3 6 j 6 r − 1 (Typ 2),
• C + (r − 4)f − (C3 + ...+ Cr−1) (Typ 2).
Die Fla¨chenXrC,l mit l > 3 gehen ausXrC,2 durch Kontraktion von l−2 weiteren Kurven aus
der Menge {C3, ..., Cr−1} hervor, ohne Einschra¨nkung seien diese C3, ..., Cl. Die negativen
Kurven auf XrC,l sind dann in Hirzebruch-Basis
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• C,
• f − Cj fu¨r l + 1 6 j 6 r − 1 (Typ 1),
• Cj fu¨r l + 1 6 j 6 r − 1 (Typ 2).
Insgesamt ergibt sich folgendes Bild (vgl. [26, Abbildung 4.1]):
XrC → XrC,1 → XrC,2 → XrC,3 → XrC,4 → ... → Xr−4
↓ ↓ ↓ ↓ ↓
Xr−1C → Xr−1C,1 → Xr−1C,2 → Xr−1C,3 → Xr−1C,4 → ... → Xr−5
↓ ↓ ↓ ↓ ↓
Xr−2C → Xr−2C,1 → Xr−2C,2 → Xr−2C,3 → Xr−2C,4 → ... → Xr−6






↓ ↓ ↓ ↓ ↓
X6C → X6C,1 → X6C,2 → X6C,3 → X6C,4 → X2
↓ ↓ ↓ ↓ ↓
X5C = S5 → X5C,1 = S4 → X5C,2 = S3 → X5C,3 = S2 → X5C,4 = S1
↓ ↓ ↓ ↓
X4C = S4 → X4C,1 = S3 → X4C,2 = S2 → P1 × P1
↓ ↓ ↓
X3C = S3 → X3C,1 = S2 → X3C,2 = S1
↓ ↓





In vertikaler Richtung wird die Kontraktion von Kurven vom Typ 1 dargestellt, in hori-
zontaler Richtung die Kontraktion von Kurven vom Typ 2. Schmitz hat bereits Formeln
bestimmt, mit denen sich das Nef-Kegel-Volumen bezu¨glich des antikanonischen Divisors
rekursiv bestimmen la¨sst (siehe dazu [26, Satz 4.6]). Wir wollen nun Formeln herleiten,
mit denen sich das Nef-Kegel-Volumen fu¨r beliebige Polarisierungen rekursiv bestimmen
la¨sst. Dazu verwenden wir, wie schon bei den Del-Pezzo-Fla¨chen, Proposition 3.1.1.
3.2.1. Formeln zur Volumenberechnung
Volumen des Nef-Kegels bei der Hirzebruchfla¨che Xr−4 Die Hirzebruchfla¨che
Xr−4 ist eine Regelfla¨che mit e = r − 4. Fu¨r r > 5 ergibt sich mit den U¨berlegungen aus
Beispiel 1.1.4 die Formel







2(r − 3) .
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Volumen des Nef-Kegels bei den Fla¨chen XrC,l fu¨r 3 6 l 6 r − 2 Wir arbeiten
mit der Hirzebruch-Basis C, f, Cl+1, ..., Cr−1. Nach Bemerkung 3.1.6 wird der Nef-Kegel
durch die negativen Kurven bestimmt und ist somit bezu¨glich der Hirzebruch-Basis durch
die Ungleichungen
(4− r)x1 + x2 > 0, (3.17)
x1 + xi > 0 fu¨r 3 6 i 6 r + 1− l, (3.18)
xi 6 0 fu¨r 3 6 i 6 r + 1− l (3.19)
gegeben. Als Notation verwenden wir fu¨r a ∈ Rr+1−l:
Vol(Nef(XrC,l), a) := Vol(Nef(X
r
C,l), a1C + a2f + a3Cl+1 + ...+ ar+1−lCr−1).
Wir wa¨hlen γ = C+(r−4)f − (Cl+1 + ...+Cr−1) (vgl. [26, Beweis Satz 4.6]) und erhalten
fu¨r eine Polarisierung H mit Koordinatenvektor a bezu¨glich der Hirzebruch-Basis die
Ungleichungen
H · γ = a2 + ...+ ar+1−l
3.17
> (r − 4)a1 + a3 + ...+ ar+1−l
3.18
> 0.
Außerdem gilt γ · C = 0 und γ · (f − Cj) = 0 fu¨r l + 1 6 j 6 r − 1. Fu¨r r > 5 und
3 6 l 6 r − 3 erhalten wir mit Proposition 3.1.1 die Formel
Vol(Nef(XrC,l), H) =
1











Volumen des Nef-Kegels bei der Fla¨che XrC,2 Wir arbeiten erneut mit der
Hirzebruch-Basis C, f, C3, ..., Cr−1. Der Nef-Kegel ist bezu¨glich dieser durch
(4− r)x1 + x2 > 0, (3.21)
x1 + xi > 0 fu¨r 3 6 i 6 r − 1, (3.22)
xi 6 0 fu¨r 3 6 i 6 r − 1, (3.23)
x2 + ...+ xr−1 > 0 (3.24)
gegeben. Als Notation verwenden wir fu¨r a ∈ Rr−1:
Vol(Nef(XrC,2), a) := Vol(Nef(X
r
C,2), a1C + a2f + a3C3 + ...+ ar−1Cr−1).
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Wir wa¨hlen γ = C + (r − 4)f + (4 − r)C3 (vgl. [26, Beweis Satz 4.6]) und erhalten
fu¨r eine Polarisierung H mit Koordinatenvektor a bezu¨glich der Hirzebruch-Basis die
Ungleichungen
H · γ = a2 + (r − 4)a3
3.21
> (r − 4)a1 + (r − 4)a3
3.22
> 0.
Weiter gilt 0 = γ · C = γ · (C + (r − 4)f − (C3 + ... + Cr−1)). Fu¨r die Kontraktion der
Kurve f − C3 gehen wir zur Basis
• C + f − C3,
• f ,
• f − C3,
• Ci fu¨r 4 6 i 6 r − 1.








Bezeichnen wir mit Pj(a) den Vektor, der entsteht, wenn man bei a den Eintrag aj mit
dem Eintrag a3 tauscht, so ergibt sich mit Proposition 3.1.1 fu¨r r > 6 die Formel
Vol(Nef(XrC,2), H) =
1
(r − 1)(a2 + (r − 4)a3) ·
(
(r − 4) Vol(Nef(XrC,3), w3(a)) (3.25)




Vol(Nef(Xr−1C,2 ), w3(M2 · Pj(a)))
)
.
Im Fall r = 5 gehen wir zur Basis
• C + 2f − C3 − C4,
• C + f − C3 − C4,
• f − C3,
• f − C4
von NS(X5C,2) = NS(S3) u¨ber. Die zugeho¨rige Basiswechselmatrix ist
M ′2 :=

1 1 1 1
0 −1 −1 −1
−1 0 −1 0
−1 0 0 −1
 .
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Damit ergibt sich
Vol(Nef(X5C,2), H) = Vol(Nef(S3),M
′
2 · a). (3.26)
Fu¨r spa¨tere Zwecke wird es sich als nu¨tzlich erweisen noch eine zweite Formel zu haben.
Dazu wa¨hlen wir γ = C + (r − 4)f − (C4 + ...+ Cr−1) und erhalten fu¨r r > 6 die Formel
Vol(Nef(XrC,2), H) =
1





+ Vol(Nef(Xr−1C,2 ), w3(M2 · a))
)
. (3.27)
Volumen des Nef-Kegels bei der Fla¨che XrC,1 Wir arbeiten mit der P
1 × P1-Basis
f1, f2, E3, ..., Er. Der Nef-Kegel ist bezu¨glich dieser durch
x1 + ...+ xr > 0, (3.28)
x1 + xi > 0 fu¨r 3 6 i 6 r, (3.29)
x2 + xi > 0 fu¨r 3 6 i 6 r, (3.30)
xi 6 0 fu¨r 3 6 i 6 r (3.31)
gegeben. Als Notation verwenden wir fu¨r a ∈ Rr:
Vol(Nef(XrC,1), a) := Vol(Nef(X
r
C,1), a1f1 + a2f2 + a3E3 + ...+ arEr).
Wir wa¨hlen γ = f1 + f2 − E3 − E4 und erhalten fu¨r eine Polarisierung H mit Koordina-
tenvektor a bezu¨glich der P1 × P1-Basis die Ungleichung
H · γ = a1 + a2 + a3 + a4
3.29
> 0.
Fu¨r die Kontraktion der Kurven f2 − Ei gehen wir zu der Basis
• C = f1 + f2 − (E3 + ...+ Er),
• f2,
• f2 − Ei fu¨r 3 6 i 6 r
u¨ber. Die zugeho¨rige Basiswechselmatrix hat die Gestalt
M1 :=

1 0 ... 0
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Fu¨r r > 4 ergibt sich mit Proposition 3.1.1 die Formel
Vol(Nef(XrC,1), H) =
1













Vol(Nef(XrC,2), wj(M1 · T (a)))
)
,
wobei T (a) den Vektor bezeichnet, der aus a durch Tausch von a1 und a2 hervorgeht. Fu¨r
r = 3 erhalten wir mit γ = f1 + f2 − E3 die Formel
Vol(Nef(X3C,1), H) =
1
3(a1 + a2 + a3)
· Vol(Nef(P1 × P1), a1f1 + a2f2).
Volumen des Nef-Kegels bei der Fla¨che XrC Wir arbeiten mit der Standardbasis
L,E1, ..., Er. Der Nef-Kegel ist bezu¨glich dieser durch
xi 6 0 fu¨r 1 6 i 6 r, (3.33)
x0 + xi + xj > 0 fu¨r 1 6 i < j 6 r, (3.34)
2x0 + x1 + ...+ xr > 0 (3.35)
gegeben. Als Notation verwenden wir fu¨r a = (a0, ..., ar) ∈ Rr+1:
Vol(Nef(XrC), a) := Vol(Nef(X
r
C), a0L+ a1E1 + ...+ arEr).
Wir wa¨hlen γ = 2L− (E1 + ... + E4) und erhalten fu¨r eine Polarisierung H mit Koordi-
natenvektor a = (a0, ..., ar) bezu¨glich der Standardbasis die Ungleichung
H · γ = 2a0 + a1 + a2 + a3 + a4
3.34
> 0.
Fu¨r die Kontraktion der Kurve L− E1 − E2 gehen wir zur Basis
• L− E1, L− E2,
• L− E1 − E2,
• Ei fu¨r 3 6 i 6 r
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Bezeichnen wir mit Pij(a) eine beliebige Permutation des Vektors a der Gestalt
Pij(a) = (a0, ai, aj, restliche al),
so ergibt sich fu¨r r > 4:
Vol(Nef(XrC), H) =
1



















vi(a) = (a0, a1, ..., ai−1, ai+1, ..., ar) ∈ Rr.
Fu¨r r 6 3 haben wir Formeln aus dem vorigen Abschnitt zu Del-Pezzo-Fla¨chen.
3.2.2. Bestimmung des maximalen Volumens
In diesem Unterabschnitt bescha¨ftigen wir uns mit Frage nach dem maximalen Volumen
bei den Fla¨chen XrC und X
r
C,l fu¨r l > 1. Dazu stellen wir zuna¨chst einige theoretische
U¨berlegungen an, die in einer allgemeineren Situation richtig sind. Es sei X eine glatte
projektive Fla¨che u¨ber C.
Lemma 3.2.3. Sei H ∈ NS(X) eine Polarisierung und D ∈ NS(X) nef. Dann gilt
Vol(Nef(X), H +D) 6 Vol(Nef(X), H).
Beweis. Wir zeigen, dass der Kegelstumpf zu H +D in dem zu H enthalten ist.
Sei L ∈ Nef(X) ∩ (H +D)61. Dann gilt
L ·H + L ·D = L · (H +D) 6 1.
Wegen L ·D > 0 und L ·H > 0 folgt L ·H 6 1, also L ∈ Nef(X)∩H61. Somit haben wir
Nef(X) ∩ (H +D)61 ⊂ Nef(X) ∩H61,
womit die Behauptung folgt.
Es ist nun klar, dass das maximale Volumen fu¨r eine Polarisierung angenommen wird, die
sich nicht als Summe einer amplen Klasse und einer nef-Klasse ungleich Null schreiben
la¨sst. Dies fu¨hrt zu folgender Definition:
Definition 3.2.4. Sei H ∈ NS(X) eine Polarisierung. Wir nennen H minimal, wenn
H −D fu¨r keine nef-Klasse D ∈ NS(X) mit D 6= 0 ampel ist.
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Nach obigen U¨berlegungen wird das gro¨ßte Volumen fu¨r eine minimale Polarisierung an-
genommen. Um die Volumina zu verschiedenen (minimalen) Polarisierungen vergleichen
zu ko¨nnen, wird sich auch das folgende Lemma als nu¨tzlich erweisen.
Lemma 3.2.5. Seien H1 und H2 Polarisierungen auf X mit
((H2 −H1) · L) > 0 fu¨r alle L ∈ Nef(X).
Dann gilt
Vol(Nef(X), H1) > Vol(Nef(X), H2).
Beweis. Wir zeigen, dass der Kegelstumpf zu H2 in dem zu H1 enthalten ist.
Sei L ∈ Nef(X) ∩H612 . Wir haben dann
(H1 · L)
Vor.
6 (H2 · L) 6 1
und somit L ∈ Nef(X) ∩H611 .
Bemerkung 3.2.6. Mit dem Begriff der minimalen Polarisierung la¨sst sich ein alterna-
tiver Beweis von Satz 3.1.7 angeben. Sei r > 2 und H = a0L + a1E1 + ... + arEr eine
beliebige Polarisierung auf Sr. U¨ber die Ungleichungen, die Nef(Sr) bestimmen, la¨sst sich
leicht nachrechnen, dass




nef ist. Also ist −KSr die einzige minimale Polarisierung auf Sr. Nach den U¨berlegungen
aus diesem Unterabschnitt wird das maximale Volumen somit fu¨r −KSr angenommen.
Maximales Volumen bei XrC,l fu¨r 3 6 l 6 r−2 Im gesamten Paragraphen arbeiten
wir mit Koordinatenvektoren bezu¨glich der Hirzebruch-Basis von NSR(X
r
C,l). Ebenso ar-
beiten wir mit den Ungleichungen, die Nef(XrC,l) bzw. Amp(X
r
C,l) bestimmen, siehe dazu
(3.17)-(3.19). Mit unserem neuen Begriff der minimalen Polarisierung kommen wir hier
schnell zu einem Ergebnis:
Proposition 3.2.7. Fu¨r 3 6 l 6 r − 2 gilt
Vol(Nef(XrC,l)) = Vol(Nef(X
r
C,l), 2C + (2r − 7)f − (Cl+1 + ...+ Cr−1)).
Beweis. Wir arbeiten mit Koordinatenvektoren bezu¨glich der Hirzebruch-Basis von
NSR(X
r
C,l) und zeigen, dass H1 := (2, 2r − 7,−1, ...,−1) die einzige minimale Polarisie-
rung ist. Dafu¨r genu¨gt es zu zeigen, dass fu¨r jede ample Klasse H die Klasse H −H1 nef
ist. Sei also H = (a1, ..., ar+1−l) ampel. Dann ist
H −H1 = (a1 − 2, a2 − 2r + 7, a3 + 1, ..., ar+1−l + 1) =: (x1, ..., xr+1−l) =: N.
Da H ampel ist, haben wir (4 − r)x1 + x2 = (4 − r)a1 + a2 − 1
3.17
> 0. Weiter haben wir
fu¨r i > 3 nach (3.18) zum einen x1 + xi = a1 + ai − 1 > 0 und nach (3.19) zum anderen
xi = ai + 1 6 0 . Es folgt, dass N nef ist.
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Wir sind in diesem Fall dazu in der Lage den Wert des maximalen Volumens explizit
anzugeben:
Proposition 3.2.8. Es sei Hr,t = 2C + (2r − 7)f − (Cr−t+1 + ... + Cr−1) fu¨r t ∈
{2, ..., r − 3}. Dann gilt:
Vol(Nef(XrC,r−t), Hr,t) =
1
2t(t+ 1)(2r − 6− t) · ... · (2r − 7) .
Beweis. Nach Formel (3.20) und der Formel fu¨r die Hirzebruchfla¨che (3.16) haben wir
Vol(Nef(XrC,r−2), Hr,2) =
1
3(2r − 8) · Vol(Nef(Xr−4), (2, 2r − 7))
=
1





12(2r − 8)(2r − 7) .










(t+ 1)(2r − 6− t)2(t− 1)t(2r − 6− (t− 1)) · ... · (2r − 7)
=
1
2t(t+ 1)(2r − 6− t) · ... · (2r − 7) .
Maximales Volumen bei XrC,2 Wir bestimmen zuna¨chst die minimalen Polari-
sierungen. Im gesamten Paragraphen arbeiten wir mit Koordinatenvektoren bezu¨glich
der Hirzebruch-Basis von NSR(X
r
C,2). Ebenso arbeiten wir mit den Ungleichungen, die
Nef(XrC,2) bzw. Amp(X
r
C,2) bestimmen, siehe dazu (3.21)-(3.24).
Lemma 3.2.9. Die minimalen Polarisierungen auf XrC,2 sind
Hk := (k + 1, (r − 4)(k + 1) + 1,−k, ...,−k)
fu¨r 1 6 k 6 r − 4.
Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die Hk ampel sind. Wir zeigen zuna¨chst die Mini-
malita¨t. Sei A = Hk − N ampel fu¨r eine nef-Klasse N = (x1, ..., xr−1). Es genu¨gt N = 0
zu zeigen. Fu¨r 3 6 i 6 r − 1 haben wir
0
3.22
< a1 + ai = (k + 1− x1) + (−k − xi) = 1− (x1 + x2)
und somit 0 = x1 + xi wegen (3.22). Weiter haben wir
0
3.21
< (4− r)a1 + a2 = (4− r)(k + 1− x1) + (r − 4)(k + 1) + 1− x2
= −(4− r)x1 − x2 + 1
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und folglich (4− r)x1 + x2 < 1, also (4− r)x1 + x2 = 0 wegen (3.21). Mit (3.24) erhalten
wir die Ungleichung
0 6 x2 + x3 + ...+ xr−1 = (r − 4)x1 + x3 + ...+ xr−1 = xi
fu¨r 3 6 i 6 r − 1 und somit x3 = ... = xr−1 = 0 wegen (3.23). Schließlich folgt auch
x1 = x2 = 0.
Sei nun A = (a1, ..., ar−1) ampel. Wir zeigen, dass ein k ∈ {1, ..., r − 4} existiert, fu¨r das
A−Hk nef ist, womit die Behauptung folgt. Damit A−Hk nef ist, mu¨ssen die Bedingungen
1. (4− r)(a1 − (k + 1)) + a2 − (r − 4)(k + 1)− 1 = (4− r)a1 + a2 − 1 > 0,
2. a1 − k − 1 + ai + k = a1 + ai − 1 > 0 fu¨r 3 6 i 6 r − 1,
3. ai + k 6 0 fu¨r 3 6 i 6 r − 1,
4. a2− (r− 4)(k+ 1)− 1 + a3 + ...+ ar−1 + (r− 3)k = a2 + ...+ ar−1 + k− (r− 3) > 0
gelten. Die ersten beiden Bedingungen sind automatisch erfu¨llt, da A ampel ist. Die letzten
beiden Bedingungen sind erfu¨llt, wenn ein k mit
−ai > k > r − 3− (a2 + ...+ ar−1) fu¨r 3 6 i 6 r − 1
existiert. Dies ist genau dann der Fall, wenn
a2 + ...+ ar−1 − ai > r − 3 fu¨r 3 6 i 6 r − 1
gilt. Wir haben allerdings
a2 + ...+ ar−1 − ai
3.21
> (r − 4)a1 + 1 + a3 + ...+ ar−1 − ai
= (a1 + a3) + ...+ (a1 + ai−1) + (a1 + ai+1) + ...+ (a1 + ar−1) + 1
3.22
> (r − 4) + 1 = r − 3.
Schließlich erhalten wir:




Beweis. Wir arbeiten mit Lemma 3.2.5. Fu¨r L = (x1, ..., xr−1) ∈ Nef(XrC,2) haben wir
((Hk −H1) · L) = (k − 1)(x2 + ...+ xr−1)
3.24
> 0
und somit Vol(Nef(XrC,2), H1) > Vol(Nef(XrC,2), Hk) fu¨r 1 6 k 6 r − 4.
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Maximales Volumen bei XrC,1 Wir bestimmen zuna¨chst die minimalen Polarisie-
rungen. Im gesamten Paragraphen arbeiten wir mit Koordinatenvektoren bezu¨glich der
P1×P1-Basis von NSR(XrC,1). Ebenso arbeiten wir mit den Ungleichungen, die Nef(XrC,1)
bzw. Amp(XrC,1) bestimmen, siehe dazu (3.28)-(3.31).
Da die Volumenfunktion
a = (a1, ..., ar) 7→ Vol(Nef(XrC,1), a)
in a3, ..., ar symmetrisch ist, gehen wir bei Polarisierungen H = (a1, ..., ar) immer von
a3 6 a4 6 ... 6 ar aus. Wir sprechen dabei von geordneten Polarisierungen. Außerdem
gehen wir von r > 6 aus, da fu¨r r < 6 Del-Pezzo-Fla¨chen vorliegen, die wir schon behandelt
haben.
Proposition 3.2.11. Die minimalen geordneten Polarisierungen auf XrC,1 sind
Hk,l := (l, k + (r − 2)− l,−k,−1, ...,−1)
fu¨r 1 6 k 6 r − 4 und k + 1 6 l 6 r − 3.
Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die Hk,l ampel sind. Wir zeigen zuna¨chst die Mini-
malita¨t von Hk,l. Sei A = Hk,l −N ampel fu¨r eine nef-Klasse N = (x1, ..., xr). Es genu¨gt
N = 0 zu zeigen. Fu¨r i > 4 folgt mit (3.31) die Ungleichung
ai = −1− xi < 0
und somit xi = 0. Analog folgt x3 > −k. Wegen (3.28) haben wir dann
0 < a1 + ...+ ar
= l − x1 + k + (r − 2)− l − x2 − k − x3 − (r − 3)
= 1− (x1 + x2 + x3),
also 1 > x1 + x2 + x3 > 0 und folglich x1 + x2 + x3 = 0. Schließlich folgt
0 6 x2
3.29
6 x2 + x1 + x3 = 0,
also x2 = 0. Analog erhalten wir x1 = 0 und somit auch x3 = 0, also N = 0.
Sei nun H = (a1, ..., ar) eine beliebige geordnete Polarisierung. Wir zeigen, dass k, l
mit 1 6 k 6 r−4 und k+1 6 l 6 r−3 existieren, fu¨r die H−Hk,l nef ist. Damit H−Hk,l
nef ist, mu¨ssen die Bedingungen
1. a3 + k 6 0,
2. ai + 1 6 0 fu¨r i > 4,
3. a1 − l + a3 + k > 0,
4. a1 − l + ai + 1 > 0 fu¨r i > 4,
5. a2 − (k + (r − 2)− l) + a3 + k = a2 + a3 − (r − 2) + l > 0,
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6. a2 − (k + (r − 2)− l) + ai + 1 = a2 + ai − (r − 3) + l − k > 0 fu¨r i > 4,
7. a1− l+a2− (k+ (r− 2)− l) +a3 + k+ (a4 + 1) + ...+ (ar + 1) = a1 + ...+ar− 1 > 0
gelten. Die zweite und siebte Bedingung sind automatisch erfu¨llt, da H ampel ist. Die erste
Bedingung ist a¨quivalent zu k 6 −a3. Die dritte und sechste Bedingung sind a¨quivalent
zu
a1 + a3 > l − k > r − 3− a2 − a4. (∗)
Die vierte und fu¨nfte Bedingung sind a¨quivalent zu
a1 + a4 + 1 > l > r − 2− a2 − a3. (∗∗)
Wir wa¨hlen l = min {a1 + a4 + 1, r − 3}. Wegen a1 + a4 > 1 und r > 5 ist l > 2.
Fall 1: l = a1 + a4 + 1 6 r − 3. Wir wa¨hlen k = a4 − a3 + 1. Wegen a3 6 a4 ist k > 1. Es
ist außerdem l − k = a1 + a3 und es gilt
a1 + ...+ a4
3.28
> 1− a5 − ...− ar
3.31
> 1 + r − 4 = r − 3.
Die Bedingungen (∗) und (∗∗) sind somit erfu¨llt. Wegen a4 6 −1 ist auch k 6 −a3.
Wegen a1 + a3 > 1 haben wir
k + 1 = a4 − a3 + 2 6 a1 + a4 + 1 = l 6 r − 3,
also k 6 r − 4 und k + 1 6 l.
Fall 2: l = r − 3 < a1 + a4 + 1. Wegen a2 + a3 > 1 gilt (∗∗).
i. Ist r − 3 − a1 − a3>1, so wa¨hlen wir k = r − 3 − a1 − a3
3.29
6 r − 4 = l − 1.
Wie oben folgt, dass (∗) erfu¨llt ist. Wegen a4 6 −1 haben wir
r − 3 < a1 + a4 + 1 6 a1,
also k 6 a1 − a1 − a3 = −a3.
ii. Ist r − 3− a1 − a3<1, so wa¨hlen wir k = 1 und erhalten
a1 + a3 > r − 4 = l − k = r − 3− 1
3.30
> r − 3− a2 − a4
und somit (∗). Wegen a3 6 −1 ist k 6 −a3 klar.
Anders als bei XrC,2 sind hier nicht schon alle Kegelstu¨mpfe zu minimalen Polarisierungen
ineinander enthalten. Es gilt aber folgendes Lemma:
Lemma 3.2.12. Fu¨r 1 6 k 6 r − 4 und k + 1 6 l 6 r − 3 gilt
Vol(Nef(XrC,1, H1,l)) > Vol(Nef(XrC,1), Hk,l).
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Beweis. Wir arbeiten mit Lemma 3.2.5. Fu¨r L = (x1, ..., xr) ∈ Nef(XrC,1) haben wir
((Hk,l −H1,l) · L) = (k − 1)(x1 + x3)
3.29
> 0.
Zur Bestimmung des maximalen Volumens genu¨gt es somit die Polarisierungen H1,l zu
betrachten. Wir arbeiten ab sofort mit der Parametrisierung
l 7→ Hl := (r − 2− l, l + 1,−1, ...,−1),
wobei l ∈ {1, ..., r − 4} ist.
Proposition 3.2.13. Die Funktion [1, r − 4] → R+, l 7→ Vol(Nef(XrC,1), Hl) ist linksge-
kru¨mmt.
Beweis. Im Folgenden verstehen wir alle Terme als Funktionen in l mit Definitionsmenge
[1, r − 4]. Wir arbeiten mit der Tatsache, dass eine Summe zweier linksgekru¨mmter Funk-
tionen wieder linksgekru¨mmt ist. Formel (3.32) zeigt, dass Vol(Nef(XrC,1), Hl) mit einer
Q+-Linearkombination von Ausdru¨cken der Gestalt
Vol(Nef(XmC,2), (r − 2− l, r + (r − 3− l) · (m− 4)− 3, l − r + 3, ..., l − r + 3)) (3.37)
+ Vol(Nef(XmC,2), (l + 1, r + (m− 4)l − 3,−l, ...,−l)) fu¨r 5 6 m 6 r,
Vol(Nef(P1 × P1), (r − 2− l, l + 1)) = 1
2(r − 2− l)(l + 1) (3.38)
u¨bereinstimmt. Wegen (r − 2 − l) + (l + 1) − 1 − 1 = r − 3 ha¨ngen die Faktoren aus




C,2), (l + 1, r + (m− 4)l − 3,−l, ...,−l)),
so ist (3.37) gleich fm(l)+fm(r−3−l). Somit genu¨gt es zu zeigen, dass fm(l) linksgekru¨mmt
ist. Formel (3.25) zeigt, dass man fm(l) als Q+-Linearkombination von Ausdru¨cken der
Gestalt
Vol(Nef(XsC,3), (l + 1, r + (s− 4)l − 3,−l, ...,−l)) fu¨r 6 6 s 6 m, (3.39)
Vol(Nef(S3), (r − 2, l − r + 3,−1,−1)) = 2r − 5 + l
24(r − 2)(r − 3)2(l + 1)(r − 3 + l) (3.40)
schreiben kann, wobei die Faktoren aus Q+ nicht von l abha¨ngen. Letzteres ist links-
gekru¨mmt. Formel (3.20) zeigt, dass (3.39) bis auf einen positiven von l unabha¨ngigen
rationalen Faktor Produkt von
1
r + (s− 4)l − 3− (s− p− 1)l =
1
(p− 3)l + r − 3 fu¨r 3 6 p 6 s− 2,
Vol(Nef(Xs−4), (l + 1, r + (s− 4)l − 3)) = 1
2(l + 1)(r + (s− 4)l − 3)
ist. Da die Faktoren positiv, monoton fallend und linksgekru¨mmt sind, folgt, dass auch
(3.39) linksgekru¨mmt ist.
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Satz 3.2.14. Es gilt:
Vol(Nef(XrC,1)) = Vol(Nef(X
r
C,1), H1) = Vol(Nef(X
r
C,1), Hr−4).
Beweis. Da [1, r − 4] → R+, l 7→ Vol(Nef(XrC,1), Hl) linksgekru¨mmt ist, wird das ma-
ximale Volumen entweder fu¨r l = 1 oder fu¨r l = r − 4 angenommen. Allerdings haben
wir
H1 = (r − 3, 2,−1, ...,−1)
sowie
Hr−4 = (2, r − 3,−1, ...,−1)
und somit aus Symmetriegru¨nden
Vol(Nef(XrC,1), H1) = Vol(Nef(X
r
C,1), Hr−4),
womit die Behauptung folgt.
Maximales Volumen bei XrC Wir arbeiten mit der Standardbasis L,E1, ..., Er
von NSR(X
r
C). Im Folgenden sind mit Vektoren aus Rr+1 immer Koordinatenvektoren
bezu¨glich dieser Basis gemeint. Außerdem arbeiten wir mit den Ungleichungen, die
Nef(XrC) bzw. Amp(X
r
C) bestimmen, siehe dazu (3.33)-(3.35). Bei der Betrachtung von
Polarisierungen H = (a0, ..., ar) gehen wir ohne Einschra¨nkung von a1 6 ... 6 ar aus.
Wir ko¨nnen diese Einschra¨nkung machen, da die Volumenfunktion
(a0, ..., ar) 7→ Vol(Nef(XrC), a0L+ a1E1 + ...+ arEr)
in a1, ..., ar symmetrisch ist. Ebenso gehen wir von r > 6 aus, da fu¨r r < 6 Del-Pezzo-
Fla¨chen vorliegen, die wir schon behandelt haben.
Zuna¨chst ko¨nnen wir u¨ber folgendes Lemma eine große Zahl von Polarisierungen als Kan-
didaten fu¨r das maximale Volumen ausschließen:
Proposition 3.2.15. Ist H = (a0, ..., ar) eine Polarisierung mit 2a0 + a1 + ... + ar > 1,








Beweis. Wir zeigen, dass von H immer eine nef-Klasse ungleich 0 abgezogen werden
kann, ohne die Eigenschaft ampel zu zersto¨ren. Daraus folgt die Nicht-Minimalita¨t. Es sei
zuna¨chst a1 = −1 und somit auch a2 = ... = ar = −1. Wir haben dann
1 < 2a0 + a1 + ...+ ar = 2a0 − r,
also a0 > (r + 1)/2. Fu¨r ungerades r gilt somit a0 > (r + 3)/2. Man rechnet leicht nach,
dass in diesem Fall
(a0 − 1, a1, a2, ..., ar)
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ampel ist. Fu¨r gerades r haben wir fu¨r a0 = (r + 2)/2 die oben formulierte Ausnahme.
Fu¨r a0 > (r + 2)/2 und r gerade la¨sst sich erneut leicht zeigen, dass
(a0 − 1, a1, a2, ..., ar)
ampel ist, womit die Nicht-Minimalita¨t folgt.
Nun sei a1 6 −2. Nach (3.34) haben wir a0 + a2 + a3 > 1. Ist a0 + a2 + a3 > 1, so ergibt
sich schnell, dass
(a0 − 1, a1 + 1, a2, ..., ar)
ampel ist. Es gelte also a0 + a2 + a3 = 1. Dabei kann nicht a3 = −1 gelten, da sonst
1
3.34
6 a0 + a1 + a2 = a1 + 2
und somit −1 6 a1 wa¨re. Wir zeigen, dass
(a0 − 2, a1 + 1, a2 + 1, a3 + 1, a4, ..., ar)
ampel ist. Es genu¨gt a0 +a1 +a4−1 > 0 und a0 +a4 +a5−2 > 0 zu zeigen. Angenommen
a0 + a1 + a4 = 1. Es folgt
1 < 2a0 + a1 + ...+ ar = 2 + a5 + ...+ ar
und somit
−1 < a5 + ...+ ar
3.33
6 4− r,
also r < 5, ein Widerspruch. Fu¨r a0 +a4 +a5 ∈ {1, 2} erha¨lt man auf analoge Weise einen
Widerspruch.
Korollar 3.2.16. Das maximale Volumen wird fu¨r eine Polarisierung H = (a0, a1, ..., ar)
mit 2a0 + a1 + ...+ ar = 1 angenommen.
Beweis. Das maximale Volumen wird fu¨r eine minimale Polarisierung angenommen. Fu¨r
ungerades r ist die Behauptung somit nach Proposition 3.2.15 klar. Fu¨r gerades r genu¨gt
es nach Proposition 3.2.15 zu zeigen, dass eine Polarisierung H ′ = (a0, ..., ar) mit 2a0 +



















Man rechnet leicht nach, dass H ′ ampel ist. Fu¨r L = (x0, ..., xr) ∈ Nef(XrC) gilt außerdem
((H −H ′) · L) = −x1
3.33
> 0,
womit nach Lemma 3.2.5 die Ungleichung Vol(Nef(XrC), H
′) > Vol(Nef(XrC), H) folgt.
Kapitel 3. Volumina des Nef-Kegels von Aufblasungen der projektiven Ebene 67
Um die Kandidaten fu¨r das maximale Volumen weiter einschra¨nken zu ko¨nnen, beno¨tigen
wir zuna¨chst eine Voru¨berlegung kombinatorischer Art.
Lemma 3.2.17. Gegeben seien r Objekte O1, ..., Or mit Ha¨ufigkeiten β1, ..., βr, wobei
1. β1 + ...+ βr gerade sei und
2. βi 6 β1+...+βr2 fu¨r i ∈ {1, ..., r}
gelte. Dann gilt: Es lassen sich Paare (Oi, Oj) mit i 6= j bilden, sodass alle Objekte mit
Ha¨ufigkeiten abgedeckt sind.
Beispiel 3.2.18. Gegeben seien drei Objekte O1, O2, O3 mit Ha¨ufigkeiten, wie in unten-
stehender Tabelle beschrieben.
Objekt O1 O2 O3
Ha¨ufigkeiten a) 3 2 1
Ha¨ufigkeiten b) 2 2 2
Im Fall a) ergeben sich die Paare (O1, O2), (O1, O2) und (O1, O3). Im Fall b) ergeben sich
die Paare (O1, O2), (O1, O3) und (O2, O3).
Beweis von Lemma 3.2.17. Ohne Einschra¨nkung ko¨nnen wir β1 > β2 > ... > βr anneh-
men und bilden zuna¨chst das Paar (O1, O2). U¨brig bleiben dann die Ha¨ufigkeiten β˜i mit
β˜i =
{
βi − 1 falls i ∈ {1, 2}
βi sonst
.
Wir zeigen, dass auch die β˜i die Bedingungen 1. und 2. erfu¨llen. Offensichtlich ist β˜1+...+β˜r
gerade. Weiter ist




β1 − 1 + β2 − 1 + β3 + ...+ βr
2
=
β˜1 + ...+ β˜r
2
Analog la¨sst sich fu¨r β˜2 argumentieren. Wegen β˜r 6 ... 6 β˜3 ist nur noch
β˜3 6
β˜1 + ...+ β˜r
2
zu zeigen.
Fall 1: β1 <
β1+...+βr
2
. Es ergibt sich
β˜3 = β3 6 β1 6




β˜1 + ...+ β˜r
2
.
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was nicht sein kann.
ii. β1 > β3. Man erha¨lt




β˜1 + ...+ β˜r
2
.
Nach eventueller Umnummerierung kann fu¨r die u¨brigen Objekte mit Ha¨ufigkeiten β˜i
analog vorgegangen werden. Macht man dies so lange bis alle Ha¨ufigkeiten 0 sind, so hat
man die passende Aufteilung gefunden.
Satz 3.2.19. Das maximale Nef-Kegel-Volumen bei XrC wird fu¨r eine der Polarisierungen





6 k 6 r − 2
angenommen.












Beweis von Satz 3.2.19. Man rechnet leicht nach, dass die Hk ampel sind. Sei H =
(a0, ..., ar) eine Polarisierung mit 2a0 + a1 + ... + ar = 1 und a1 6 ... 6 ar. Das ma-
ximale Volumen wird nach Korollar 3.2.16 fu¨r eine solche angenommen. Wir zeigen, dass
ein k ∈ N mit d(r + 1)/2e 6 k 6 r − 2 existiert, fu¨r das
Vol(Nef(XrC), Hk) > Vol(Nef(XrC), H)
gilt. Nach Lemma 3.2.5 ist dies der Fall, wenn k so wa¨hlbar ist, dass
((H −Hk) · L) = (a0 − k)x0 + (−a1 − 2k + r)x1 +
r∑
i=2
(−ai − 1)xi > 0 (∗)
fu¨r alle L = (x0, ..., xr) ∈ Nef(XrC) gilt. Ziel ist es nun, Lemma 3.2.17 zur Anwendung zu
bringen. In (∗) ist die Summe der Koeffizienten zu den xi mit i > 1 gleich
−(a1 + ...+ ar)− 2k + r − (r − 1) = (2a0 − 1)− 2k + 1 = 2(a0 − k).
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Wenn wir zeigen ko¨nnen, dass ein k mit
1. 0 6 −a1 − 2k + r 6 a0 − k,
2. −ai − 1 6 a0 − k fu¨r i > 2,
3. d(r + 1)/2e 6 k 6 r − 2
existiert, so gilt (∗) fu¨r dieses k nach Lemma 3.2.17 fu¨r alle L = (x0, ..., xr) ∈ Nef(XrC),
da fu¨r solche L die Ungleichungen x0 + xi + xj > 0 fu¨r i 6= j gelten. Die ersten beiden
Bedingungen sind a¨quivalent zu
r − a0 − a1 6 k 6 min
{





Wir zeigen, dass (∗∗) erfu¨llbar ist. Wir haben
2a0 + a1 + a2 + 1 = 1− (a3 + ...+ ar) + 1
3.33
> 1 + (r − 2) + 1
= r
und somit r−a0−a1 6 a0 +a2 +1. Die Ungleichung r−a0−a1 6 (r−a1)/2 ist a¨quivalent
zu r 6 2a0 + a1 und somit ebenfalls wahr.
Es fehlt noch zu zeigen, dass zusa¨tzlich die dritte Bedingung erfu¨llbar ist. Nach (3.34)
haben wir a0 + a1 > 2 und somit r− a0− a1 6 r− 2. Weiter ist d(r + 1)/2e 6 (r − a1)/2,
da a1 6 −1 gilt bzw. sogar a1 6 −2 gilt, falls r gerade ist. Es ist somit nur noch die
Ungleichung
d(r + 1)/2e 6 a0 + a2 + 1
zu zeigen. Wir haben allerdings
2a0 + 2a2 + 2 > 2a0 + a1 + a2 + 2
= 3− (a3 + ...+ ar)
3.33
> 3 + (r − 2) = r + 1.
Insgesamt ist somit die Existenz eines passenden k gezeigt.
Bemerkung 3.2.21. Die Polarisierungen aus Satz 3.2.19 sind nicht die einzigen mini-
malen Polarisierungen auf XrC . Fu¨r r = 6 kann man sich zum Beispiel schnell u¨berlegen,
dass auch
(5,−2,−2,−2,−1,−1,−1)
eine minimale Polarisierung ist.
Proposition 3.2.22. Die Funktion
Vr :
[ d(r + 1)/2e , r − 2]→ R+, k 7→ Vol(Nef(XrC), Hk)
ist linksgekru¨mmt.
Kapitel 3. Volumina des Nef-Kegels von Aufblasungen der projektiven Ebene 70
Beweis. Im Folgenden verstehen wir alle Terme als Funktionen in k mit Definitionsmenge
[d(r + 1)/2e , r − 2]. Wir arbeiten mit den Tatsachen, dass eine Summe zweier linksge-
kru¨mmter Funktionen wieder linksgekru¨mmt ist und dass ein Produkt linksgekru¨mmter,
positiver, monoton fallender Funktionen wieder linksgekru¨mmt, positiv und monoton fal-
lend ist. Formel (3.36) zeigt, dass sich Vol(Nef(XrC), Hk) als Q+-Linearkombination von
Vol(Nef(XmC ), (k,−1, ...,−1)) fu¨r 1 6 m < r, (3.41)
Vol(Nef(XmC,1), (k − 1, k − 1, r − 2k,−1, ...,−1)) fu¨r 5 6 m 6 r, (3.42)
Vol(Nef(XmC,1), (k − 1, r − k,−1, ...,−1)) fu¨r 5 6 m 6 r, (3.43)
Vol(Nef(S1), (k, r − 2k)) = 1
2k(r − k) (3.44)
schreiben la¨sst, wobei die Faktoren aus Q+ nicht von k abha¨ngen. Die Funktion (3.44) ist
linksgekru¨mmt. Nach Proposition 3.2.13 ist (3.43) linksgekru¨mmt. (Bezeichnet man die
in Proposition 3.2.13 betrachtete Funktion mit V1,r, so ist (3.43) gleich V1,r(r − 1 − k).)
Das Volumen (3.41) la¨sst sich nach (3.36) schreiben als Q+-Linearkombination von
Vol(Nef(XnC,1), (k − 1, k − 1,−1, ...,−1)) fu¨r 5 6 n 6 m, (3.45)
Vol(Nef(S1), (k,−1)) = 1
k(k − 1) . (3.46)
Dabei sind die Faktoren aus Q+ abha¨ngig von k, sind aber ein Produkt von Termen der
Gestalt
q
2k − 4 mit von k unabha¨ngigem q ∈ Q
+ (∗)
und sind somit monoton fallend und linksgekru¨mmt. (3.46) ist monoton fallend und links-
gekru¨mmt. Formel (3.32) zeigt, dass (3.45) als Q+-Linearkombination von
Vol(Nef(XsC,2), (k − 1, (s− 2)(k − 2), 2− k, ..., 2− k)) fu¨r 5 6 s 6 n, (3.47)
Vol(Nef(P1 × P1), (k − 1, k − 1)) = 1
2(k − 1)2 (3.48)
geschrieben werden kann. Dabei sind die Faktoren aus Q+ abha¨ngig von k, sind aber
wieder ein Produkt von Termen der Gestalt (∗). (3.48) ist linksgekru¨mmt und monoton
fallend. Formel (3.25) zeigt, dass (3.47) als Q+-Linearkombination von
Vol(Nef(X tC,3), (k − 1, (t− 2)(k − 2), 2− k, ..., 2− k)) fu¨r 6 6 t 6 s, (3.49)
Vol(Nef(S3), (2k − 3, 2− k,−1,−1)) = 5k − 9
24(2k − 3)(3k − 6)(k − 1)(2k − 4)2 (3.50)
geschrieben werden kann. Dabei sind die Faktoren aus Q+ abha¨ngig von k, sind aber
erneut ein Produkt von Termen der Gestalt (∗). Weiter ist (3.50) monoton fallend und
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linksgekru¨mmt. Formel (3.20) zeigt, dass sich (3.49) als rationales Vielfaches eines Pro-
dukts von Termen der Gestalt
1
(p− 1)(k − 2) fu¨r 3 6 p 6 t− 2,
1
2(k − 1)(t− 2)(k − 2)
schreiben la¨sst. Alle Terme sind linksgekru¨mmt und monoton fallend. Insgesamt haben
wir somit gezeigt, dass (3.41) linksgekru¨mmt ist.
Es fehlt noch zu zeigen, dass (3.42) linksgekru¨mmt ist. Formel (3.32) zeigt, dass sich (3.42)
als Q+-Linearkombination von
Vol(Nef(XnC,2), (k − 1, (n− 2)(k − 2) + r − 2k + 1, k − r + 1, 2− k, ..., 2− k)) (3.51)
fu¨r 5 6 n 6 m,
Vol(Nef(XnC,1), (k − 1, k − 1,−1, ...,−1)) fu¨r 3 6 n < m, (3.52)
Vol(Nef(P1 × P1), (k − 1, k − 1)) (3.53)
schreiben la¨sst, wobei die Faktoren aus Q+ nicht von k abha¨ngen. Analog zu den obigen
U¨berlegungen erha¨lt man, dass (3.52) und (3.53) linksgekru¨mmt sind. Formel (3.27) zeigt,
dass (3.51) fu¨r n > 5 als Q+-Linearkombination von
Vol(Nef(XnC,3), (k − 1, (n− 2)(k − 2) + r − 2k + 1, k − r + 1, 2− k, ..., 2− k)), (3.54)
Vol(Nef(Xn−1C,2 ), (k − 1, (n− 3)(k − 2), 2− k, ..., 2− k)) (3.55)
geschrieben werden. Dabei sind die Faktoren aus Q+ unabha¨ngig von k. Die Funktion
(3.55) ist nach obigen U¨berlegungen linksgekru¨mmt. Fu¨r n = 5 ist (3.51) gleich
Vol(Nef(S3), (2k − 3, 2− k, r − 2k,−1)) = 3k − 8 + r
24(2k − 3)(k − 5 + r)(k − 1)(r − 3)(2k − 4)
und somit linksgekru¨mmt. Formel (3.20) zeigt, dass (3.54) eine Q+-Linearkombination
von Summen von Produkten von Termen der Gestalt
1
(p− 3)(k − 2) + r − 3 fu¨r 3 6 p 6 n− 2,
1
(p− 1)(k − 2) fu¨r 3 6 p 6 n− 2,
1
2(k − 1)((n− 4)(k − 2) + r − 3)
ist. Dabei sind alle Terme linksgekru¨mmt und monoton fallend.
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Wir ko¨nnen nun Theorem 3 der Einleitung beweisen:
Theorem 3.2.23. Sei pi : XrC → P2 eine Aufblasung des P2 in r > 5 Punkten auf einem
glatten Kegelschnitt C ⊂ P2. Weiter seien E1, ..., Er die exzeptionellen Kurven der Auf-












· E1 − (E2 + ...+ Er)
oder fu¨r
(r − 2) · L+ (4− r) · E1 − (E2 + ...+ Er)
angenommen. Konkrete Berechnungen mit Maple zeigen: Fu¨r r 6 11 tritt der erste Fall
ein, fu¨r 12 6 r 6 27 der zweite. (Fu¨r r > 28 ist bisher unbekannt, welche der beiden
Polarisierungen das maximale Volumen bestimmt.)
Beweis. Da Vr linksgekru¨mmt ist, wird das Maximum an den Randpunkten angenommen,
womit der erste Teil der Behauptung folgt. Konkrete Berechnungen mit Maple liefern das
Behauptete fu¨r 6 6 r 6 27. Der verwendete Programmcode basiert auf den Formeln
zur Volumenberechnung aus Abschnitt 3.2.1. Sowohl der Programmcode als auch die
berechneten Werte sind im Anhang zu finden.
Abb. 3.2: Links ist der Funktionsgraph zu V11 dargestellt, rechts der Funktiongraph zu V12.
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Anhang








(Mit S3(a_0,a_1,a_2,a_3) wird Vol(Nef(S3), a0L+ a1E1 + a2E2 + a3E3) berechnet.)
Hirz := proc (a_1, a_2)
(1/2)/(a_1*a_2);
end proc;
(Mit Hirz(a_1,a_2) wird Vol(Nef(Xr−4), a1C + a2f) berechnet.)
XCrl := proc (r, l, A)
local vorfaktor, i, j, summe;
vorfaktor := 0;
summe := 0;
for i from 2 to nops(A) do
vorfaktor := vorfaktor+A[i];
end do;
if r-l = 2 then
summe := Hirz(A[1], A[2]);
else
for j from 3 to r-l+1 do






Vol(Nef(XrC,l), a1C + a2f + a3Cl+1 + ...+ ar+1−lCr−1)
berechnet.)
XCr2 := proc (r, A)
local j, summe, Aneu;
summe := 0;






summe := summe+(5-r)*XCr2(r-1, subsop(3 = NULL, Aneu));
for j from 4 to r-1 do
Aneu[2] := A[2]+A[j];
summe := summe+XCr2(r-1, subsop(j = NULL, Aneu));
end do;





Vol(Nef(XrC,2), a1C + a2f + a3C3 + ...+ ar−1Cr−1)
berechnet.)
XCr1 := proc (r, A)
local j, summe, Aneu, Asumme;
summe := 0;
Asumme := 0;




summe := summe+XCr1(r-1, subsop(3 = NULL, A))
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+XCr1(r-1, subsop(4 = NULL, A));
Aneu := A;




for j from 3 to r do
Aneu[j] := -A[1]-A[j];
end do;
for j from 5 to r do




for j from 3 to r do
Aneu[j] := -A[2]-A[j];
end do;
for j from 5 to r do






Vol(Nef(XrC,1), a1f1 + a2f2 + a3E3 + ...+ arEr)
berechnet.)
XCr := proc (r, A)
local i, j, k, z, summe, Aneu;
summe := 0;
Aneu := A;
if r = 4 then
summe := S3(A[1], A[2], A[3], A[4])+
S3(A[1], A[2], A[3], A[5])+
S3(A[1], A[2], A[4], A[5])+
S3(A[1], A[3], A[4], A[5]);
else
for j from 2 to 5 do
summe := summe+XCr(r-1, subsop(j = NULL, A));
end do;
for i from 2 to 5 do






for k from 2 to r+1 do





summe := summe+XCr1(r, subsop(3 = NULL, Aneu));
end do;
end do;
for i from 6 to r+1 do





for k from 2 to r+1 do












Vol(Nef(XrC), a0L+ a1E1 + ...+ arEr)
berechnet.)
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Werte von Vol(Nef(XrC)) fu¨r 6 6 r 6 27
Unten dargestellt sind jeweils zuerst der Wert von Vr(d(r + 1)/2e) und anschließend der































































































































The aim of this thesis is to measure the size of nef cones of algebraic surfaces, especially of
abelian surfaces and blow-ups of the projective plain. For this purpose we use the concept
of nef cone volume which appears first in work of Peyre [22] in a number-theoretic context
on Fano varieties, and was subsequently studied by Derenthal and co-authors in a series
of papers [12, 15, 16] on Del Pezzo surfaces. By Bauer and Schmitz it was shown in [5]
that an extension of this notion can be used to measure the size of Zariski chambers. In
concrete terms, the volume of a convex cone C in the Ne´ron-Severi vector space NSR(X)
of a smooth projective surface X over C is defined in [5] as the volume of the set
C ∩ (−KX)61,
where −KX denotes the anticanonical divisor on X and (−KX)61 the set of all classes of
divisors which have intersection product at most one with −KX . The volume of the above
set is taken after identifying NSR(X) with Rρ(X) by means of an isomorphism induced by
a basis of NS(X) (see Section 1.1 for details). Peyre considered instead of the truncated
cone Nef(X)∩ (−KX)61 the set Nef(X)∩ (−KX)=1. The volumes of these two sets differ
only by the dimensional factor 1/ρ(X). In his dissertation [26] Schmitz introduced a
generalization of the volume concept, which finds use in the present thesis: Instead of the
half-space (−KX)61 we consider H61 for polarizations H on X. We will use the notation
Vol(C, H) := Vol(C ∩H61)
and speak of the cone volume of C with respect to H. To have a concept of volume which




where the supremum is taken over all polarizations H ∈ NS(X). In particular,
Vol(Nef(X), H) and Vol(Nef(X)) are then invariants that are naturally attached to the
polarized surface (X,H) and the surface X, respectively. Geometrically, we may think
of them as telling us in how big a space an ample line bundle can be moved without
destroying its positivity.
The first two main results of this thesis give a complete picture of how nef cone volumes
are behaved for simple abelian surfaces admitting a principal polarization and for products
of two elliptic curves. These results have already been published in [3].
Theorem 1. Let X be a simple abelian surface over C which admits a principal polari-
zation, and let H be any ample line bundle on X. Then the nef cone volume of X with
respect to H can be determined in terms of End(X), specifically:






(b) Suppose that X has real multiplication, i.e., EndQ(X) = Q(
√
d) for some square-free













if d ≡ 1 (mod 4).
The same formula applies when X has complex multiplication: In that case the
numbers f and d are to be taken from the order Endsym(X) in the real-quadratic
subfield EndsymQ (X) = Q(
√
d) ⊂ EndQ(X).
(c) Suppose that X has indefinite quaternion multiplication, and write EndQ(X) = Q+







√| detSδ(a, b)|(H2) 32 .
(See Sect. 2.1 for details, in particular for the definition of the matrix Sδ(a, b).)
The volume Vol(Nef(X)) occurs in the above cases for principal polarizations. The con-
crete value is obtained by replacing (H2) with 2.
Theorem 2. Let X = E1 × E2 be a product of two elliptic curves over C, and let H be
any ample line bundle on X.





(b) Suppose that E1 and E2 are isogenous and have no complex multiplication, i.e.,
End(E1) = End(E2) = Z. If σ : E1 → E2 is an isogeny of minimal degree, then
Vol(Nef(X), H) =
pi
3 ·√2 · deg(σ) · (H2) 32 .
(c) Suppose that E1 and E2 are isogenous and have complex multiplication. Write
EndQ(Ei) = Q(
√
d) with a square-free integer d < 0, and let f1 and f2 the




6 · LCM(f1, f2)
√|d|(H2)2 if d ≡ 2, 3 (mod 4)
pi
3 · LCM(f1, f2)
√|d|(H2)2 if d ≡ 1 (mod 4).
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The volume Vol(Nef(X)) occurs in the above cases for principal polarizations. The con-
crete value is obtained by replacing (H2) with 2.
Decisive for the mentioned results is the observation that the volume of the positive cone
is governed on any smooth projective surface X by the discriminant of the Ne´ron-Severi-
group (see Sect. 1.2). In the case of abelian surfaces the positive cone coincides with
the nef cone. We show for simple abelian surfaces how the discriminant depends on the
structure of the endomorphism ring and we determine it in terms of the ring-theoretic data.
This results in the different cases in Theorem 1. For products of elliptic curves E1 × E2
the main case is when E1 and E2 are isogenous curves with complex multiplication. In
this case we are able to express the discriminant in terms of the conductors of End(Ei).
Furthermore, it succeeds in this thesis to expand the already published results in some
cases to simple abelian surfaces with no principal polarization. Specifically, we can show
which nef cone volumes occur for simple abelian surfaces with integer multiplication and
real multiplication. Also, we can determine exactly which algebraic numbers occur as nef
cone volume of a simple abelian surface. All results for abelian surfaces are presented in
chapter two.
The third chapter deals with nef cone volumes belonging to blow-ups of the projective
plain. In the first section we consider Del Pezzo surfaces. For them Derenthal already
calculated the nef cone volume with respect to the anticanonical divisor (see [12]). We de-
termine formulas which allow the volume calculation for any polarization. Also, we answer
the question of what is the largest volume occurring. The basis for these considerations
is a result of Schmitz ([26, Proposition 5.2.2]). In the second section of chapter 3 we treat
nef cone volumes belonging to blow-ups of the projective plain along points on a smooth
conic. In [26] Schmitz already determined formulas with which the nef cone volume with
respect to the anticanonical divisor can be calculated for these surfaces. Again, we deduce
formulas which allow the volume calculation for any polarization. Also, we again ask the
question of what is the largest volume occurring. In this case, the answer to this question
is much more difficult than in the case of Del Pezzo surfaces. Therefore we introduce the
concept of minimal polarizations and show how to obtain results with it.
Theorem 3. Let pi : XrC → P2 be a blow-up of P2 along r > 5 points on a smooth conic
C ⊂ P2. If we denote by E1, ..., Er the exceptional curves of the blow-up and L = pi∗OP2(1),











· E1 − E2 − ...− Er
or for
(r − 2) · L+ (4− r) · E1 − E2 − ...− Er.
Concrete calculations with Maple show: for r 6 11 the first case occurs, for 12 6 r 6 27
the second case occurs. (For r > 28 it is so far unknown which case occurs.)
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